Capitulo 1

Conceiltos Basicos

1.1 O Que Provar: Teoremas

O primeiro passo para a resolucao de um problema é defini-lo correta e precisamente. Tentar
encontrar uma solucao sem que isso seja feito é receita certa para o insucesso. A definicdo do
problema envolve as seguintes questoes:

1. Qual o objeto (ou quais os objetos) em andlise? Deve-se definir claramente qual o “objeto”
sobre o qual se deseja provar algum fato: um tridngulo, um conjunto de nimeros inteiros, a
trajetéria de um projétil.

2. Quais s@o as caracteristicas desse objeto (ou desses objetos)? Em muitos casos, os objetos
identificados possuem caracteristicas especiais importantes para o problema: o triangulo é
retangulo, os nimeros do conjunto sao primos, o projétil é arremessado no vacuo préximo
a superficie da Terra. Todas as informacoes sobre o objeto relacionadas ao problema devem
ser explicitamente mencionadas.

3. O que se deseja provar? Resta agora definir o problema em si. Especificados o objeto e suas
caracteristicas conhecidas, qual outra caracteristica se deseja determinar como verdadeira?
A soma dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado da hipotenusa? O conjunto é infinito?
A trajetéria é parabdlica?

Um teorema nada mais é do que uma afirmacao apresenta essas trés caracteristicas. Alguns
exemplos:

Teorema Se em um campeonato sem empates todos os times jogam entre si, entdo € possivel,
independentemente dos resultados, organizar as equipes em uma “fila” de forma que cada uma (a
menos da tltima) tenha sido vitoriosa sobre a seguinte.

Teorema A trajetoria de um projétil arremessado no vdcuo proximo a superficie da Terra €
parabdlica.

Tradicionalmente, um teorema é dividido em duas partes: a hipdtese apresenta as informacoes
conhecidas sobre o problema; a tese representa o que de fato se deseja provar. A forma “padrao”
de um teorema, portanto, seria:
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Teorema Se hipdtese, entao tese.

Essa forma, no entanto, nao é obrigatéria. E o caso do segundo teorema apresentado como
exemplo. Apesar de ndo haver necessidade, ele pode ser facilmente reescrito no formato “padrao”:

Teorema Se um projétil for arremessado no vdcuo préoximo a superficie da Terra, entdo sua
trajetoria serd parabolica.

1.1.1 Lemas, Corolarios e Conjecturas

Em algumas situagoes, teoremas recebem denominacoes especiais. Quando um teorema é provado
apenas para auxiliar na prova de um outro teorema (mais complexo), utiliza-se o termo lema
para descrevé-lo. Em outros casos, um teorema é conseqiiéncia imediata de outro teorema mais
complexo. Nesse caso, ele recebe a denominagao de coroldrio. Considere o seguinte exemplo:

Teorema A soma dos dngulos internos de um triangulo € 180 graus.
Corolario Cada angulo de um triangulo equildtero tem 60 graus.

Como a prova de um coroldrio é por definigao muito simples, ela é freqiientemente omitida.
No entanto, isso deve ser feito com cautela. A decisdo de se omitir uma prova (ou mesmo de se
considerar que um teorema é de fato um coroldrio) deve levar em conta nao sé o teorema em si,
mas o publico ao qual ele é apresentado. O que é 6bvio para alguns pode nao sé-lo para outros.

O ultimo caso especial é a conjectura, termo usado para descrever teoremas em potencial cuja
veracidade ou nao ainda estd indeterminada. Apesar de freqlientemente ocorrerem abusos de
linguagem, uma asser¢ao s6 poderd ser considerada um teorema se tiver sido provada. Caso
contrario, trata-se de uma conjectura. Um exemplo famoso é a seguinte assertiva, formulada pelo
matemdtico francés Pierre de Fermat (1601-1665):

Conjectura Para qualquer valor de n inteiro e maior que 2, ndo existem trés inteiros positivos
T,y ez tais que x™ + y" = 2".

O préprio Fermat provou que a afirmagao é verdadeira para n = 3, mas uma prova para val-
ores arbitrarios de n sé6 foi encontrada em 1995, pelo inglés Andrew Wiles. Portanto, apesar de a
proposicao acima ser ha muito conhecida como o Ultimo Teorema de Fermat, a rigor apenas recen-
temente ela foi algada & condigdo de teorema. Antes disso, tratava-se apenas de uma conjectura.
A Ultima Conjectura de Fermat.

1.1.2 O Que Nao Provar: Axiomas e Definigoes

A prova de um teorema pode utilizar outros teoremas, desde que eles também tenham sido devi-
damente provados. E dessa forma que se desenvolvem diversas areas de conhecimento: resultados
cada vez mais complexos podem ser provados a partir de resultados mais simples. Essa cadeia, no
entanto, nao é infinita. H4 dois tipos de enunciados que nao precisam (e ndo podem) ser provados,
as defini¢oes e os axiomas. Em tultima andlise, todos os teoremas sao provados a partir unicamente
deles.

Defini¢do é a enumeragao das propriedades que um determinado objeto (matemdtico ou néo)
deve obrigatoriamente ter (ou deixar de ter) para pertencer a uma determinada classe de objetos.
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Para que um objeto seja considerado um tridangulo, por exemplo, ele deve ser um poligono e deve
possuir exatamente trés lados. Portanto,

Definicao Um triangulo é um poligono de trés lados.
Alguns outros exemplos familiares:
Definigao Um inteiro p é primo se e somente se for divisivel por exatamente quatro nimeros: 1,
—1,pe—p.
Definicdo O mddulo |r| de um nimero real v ér, se v > 0, ou —r, ser < 0.

Evidententemente, toda defini¢ao é correta. Nao ha necessidade (ou maneira) de prové-la. Ha
casos, contudo, em que uma mesma entidade recebe duas diferentes definigoes. Quando isso ocorre,
é necessario provar que as defini¢oes se equivalem.

Um azioma é uma afirmagao bésica aceita por todos acerca de um algo. Axiomas sdo normal-
mente informagoes ébvias, baseadas no senso comum:

Axioma Todo niumero inteiro tem um Unico sucessor.
Axioma FEntre dois pontos distintos no plano eriste uma unica reta.

Repare que axiomas sao distintos de defini¢oes. Enquanto os axiomas podem tratar de uma pro-
priedade qualquer de um objeto, defini¢oes devem necessariamente descrever todas as propriedades
que um objeto deve possuir (ou deixar de possuir) para fazer parte de uma classe de objetos.

1.2 Quantificadores e Negacao

Um teorema (ou uma assercao qualquer, correta ou incorreta) pode tratar de um objeto fixo. Por
exemplo:

Assercao O niumero 31.234.971 € divisivel por 3.

A utilidade desse tipo de resultado é limitada, no minimo. E comum, portanto, que enunciados
contenham quantificadores para expressar resultados mais gerais:

Assercao Todo nimero cuja soma dos digitos (na base 10) é um mailtiplo 3 é divisivel por 3.

Assercao FExiste uma tripla de nimeros inteiros z, y e z tal que x2 + y? = 22.

O quantificador todo é representado por V, e muitas vezes utilizamos o termo qualquer que seja
em seu lugar. Por sua vez, o quantificador existe é denotado por 3. Frequentemente, torna-se
necessario encontrar a negacgao de uma asser¢ao. Nesse momento é fundamental compreender
perfeitamente o significado dos quantificadores. Por exemplo, a negativa (ou forma complementar)
das assercoes acima podem ser apresentadas nas formas abaixo.

Assercao Existe um nimero que nao é divisivel por 8 cuja soma dos digitos (na base 10) é um
maltiplo de 3.

Assercao Toda tripla de nimeros inteiros x, y e z ¢ tal que x2 + y? # 22.
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Uma outra forma valida de negar as assergoes originais seria:

Assercao Nem todo nimero cuja soma dos digitos (na base 10) é um maltiplo de 3 é divisivel
por 3.

Assercao Ndo existe uma tripla de mimeros inteiros =, y e z tal que 2 + y? = 2°2.

Verifique que todas as negativas das duas primeiras assercoes sao falsas, visto que suas formas
originais sdo verdadeiras (i.e. sdo teoremas).

1.3 Tipos de Provas

Uma vez estudadas as caracteristicas dos teoremas, resta agora determinar como prova-los. Con-
forme se vera, ha diversos tipos de provas, todos igualmente vélidos. Cada teorema possui carac-
teristicas que tornam mais adequado um ou outro método, ou mesmo uma combinacao de métodos.

Independentemente da natureza da prova, deve-se garantir que ela seja inequivoca. Depois
de rigorosamente provado, um teorema jamais deixard de ser verdadeiro. Para isso, todas as
informagoes utilizadas para a prova devem ser verdadeiras, de forma absoluta (sempre) ou por
hipétese (ou seja, validas nas condigdes as quais o teorema se aplica). Isso inclui nao sé as hipGteses
apresentadas no enunciado do teorema, mas também defini¢oes, axiomas e até outros teoremas,
desde que ja devidamente provados e compativeis com as hipdteses.

Relacionado a isso estd o fato de que, se o enunciado trata de um objeto genérico (ou arbitrario),
a prova também deve fazé-lo. Ela deve utilizar como propriedades apenas as hipdteses ou o que for
derivavel a partir delas, de axiomas e de defini¢des. Se uma propriedade nao é mencionada, nao se
pode assumir ela é valida ou que ndo é véalida. A prova deve ser completamente independente desse
fato. Por exemplo, se o enunciado do teorema é “a soma dos angulos internos de um triangulo é
180 graus”, a prova nao pode usar em momento algum o “fato” de que o triangulo é equildtero,
pois ele nao é verdadeiro em todos os casos. Se o enunciado nada diz sobre a relacao entre os lados
do triangulo, deve-se supor que qualquer relagao é possivel.

1.3.1 Exemplos e Contra-exemplos

Alguns tipos especiais de teoremas prestam-se a provas relativamente simples: a mera apresentacdo
de um exemplo ou contra-exemplo. Quando o enunciado afirma que existe um objeto com deter-
minadas caracteristicas, apresentar um tal objeto é suficiente para provar o teorema. Por exemplo:

Teorema Ezistem trés inteiros positivos x, y e z tais que x° + y? = 22.

Prova Os ntimeros z = 3, y =4 e z = 5 sdo inteiros que satisfazem & restri¢do (3% 4+ 42 = 52). O

Observe que, apesar de haver outros exemplos — (5,12, 13), (11,60,61), (48,55,73), etc. —
basta apresentar um unico para que o teorema seja considerado provado. Da mesma forma, se o
enunciado do teorema afirmar a existéncia ndo de um, mas de N (uma constante) objetos com
uma dada caracteristica, basta apresentar N objetos distintos como prova. Mas cuidado: se o
teorema tratar da existéncia de infinitos objetos com uma certa caracteristicas, apenas apresentar
exemplos nao é uma prova satisfatoria.
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Contra-exemplos sao usados de forma semelhante aos exemplos, mas para provar que uma
determinada conjectura estd errada. Para isso, é necessario que o enunciado afirme que todos os
objetos de certo tipo possuam uma determinada propriedade ou que nenhum a possui. No primeiro
caso, a conjectura serd considerada falsa se for apresentado um objeto que ndo possui a propriedade
para; no segundo caso, o objeto apresentado deve possuir a propriedade. (Na verdade, conforme
discutido na segao anterior, os dois casos sdo equivalentes.) Vejamos um exemplo:

Conjectura Nenhum numero primo € par.
Contraprova A conjectura estd incorreta, pois o niimero 2 é primo e é par. O

Esse é um exemplo extremamente simples, mas nem sempre é esse o caso. Ha casos em que
se passam anos, ou mesmo séculos, entre a formulacdo de uma conjectura e o surgimento de um
contra-exemplo. Considere a seguinte conjectura, também proposta por Pierre de Fermat (como
se pode perceber, um matemé&tico muito afeito a conjecturas):

Conjectura Todos os nimeros da forma 22" 4+ 1 sdo primos.

“Prova” Testes triviais mostram que essa afirmacao é verdadeira para valores pequenos de
n. Os cinco primeiros numeros com a forma proposta (a partir de n = 0) sdo 3, 5, 17, 257
e 65537. E relativamente simples verificar que todos sao primos. No entanto, para o nimero
seguinte, 227 41 = 4,294,967,297, a verificagao nao é tao facil. Ainda assim, com base na
certeza da primalidade dos 5 primeiros termos, Fermat formulou sua conjectura. Em 1732 (quase
70 anos depois da morte de Fermat), entretanto, o matemédtico suico Leonhard Euler (1707-1783)
conseguiu demonstrar que 4,294,967,297 ndo é um nimero primo: 641 e 6,700,417 sao seus divisores.
Portanto, n = 5 é um contra-exemplo que torna falsa a conjectura de Fermat. (Ainda assim, os
nimeros da forma 22" + 1 sio hoje conhecidos como niimeros de Fermat.) a

Como esse problema ilustra, encontrar um contra-exemplo nem sempre é simples. No caso,
foi preciso fatorar um nimero de 10 digitos. Com os computadores atuais e novos métodos de
fatoragao, divisores de nimeros dessa magnitude podem ser facilmente determinados. Na verdade,
é possivel tratar problemas muito maiores; no caso dos nimeros com a forma sugerida por Fermat
(22" + 1), em especial, foram encontrados divisores para todos os valores de n entre 6 (264 + 1) e
13 (28192 +1). Em alguns dos casos, contudo, ainda nao foi possivel realizar a fatoracao completa:
é possivel que um ou mais dos fatores ji encontrados nao sejam primos. De qualquer forma, o
fato de todos os valores de n testados possuirem divisores faz com que atualmente se acredite na
conjectura oposta a de Fermat:

Conjectura Para n > 4, todos os niimeros da forma 22" + 1 sdo compostos.

No entanto, essa conjectura padece do mesmo mal da original: ela se baseia unicamente em
alguns poucos exemplos. Um segundo contra-exemplo pode demonstrar que também ela esta
errada. No entanto, encontrar contra-exemplos é uma tarefa especialmente dificil nesse caso. O
nimero seguinte da seqiiéncia (2'3%* + 1) tem aproximadamente 5000 digitos!

1.3.2 Forca Bruta

Como os problemas apresentados na segdo anterior ilustram, exemplos e contra-exemplos sao
métodos muito simples de se provar um teorema, com uma pequena ressalva: é preciso encontra-los,
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0 que nem sempre € facil.

A estratégia normalmente utilizada para encontrar um contra-exemplo ou exemplo é a veri-
ficacao de cada um dos objetos sobre os quais trata o teorema. No caso da conjectura proposta
por Fermat apresentada na secao anterior, por exemplo, o que se fez foi testar paran =0,1,2....
Felizmente, um contra-exemplo foi encontrado para n = 5, um valor relativamente pequeno. No
caso da conjectura oposta, sabe-se que esta é valida paran = 5,...,12 e 13 o que a faz permanecer
na condicao de conjectura.

Nem sempre é esse o caso. Algumas outras conjecturas podem ter sua validade completamente
determinada testando-se cada um dos objetos aos quais elas se aplicam. Para tornar a discussao
mais simples, considere que a conjectura seja expressa com o quantificador todos (expressoes que
utilizam quantificadores como existe ou nenhum podem ser facilmente reescritas usando o quantifi-
cador todos). Se durante os testes for encontrado pelo menos um objeto que falsifique a conjectura,
pode-se afirmar que ela estd errada; se, ao contrario, nenhum dos objetos testados tornar falsa a
conjectura, ela poderd ser considerada verdadeira.

Repare que, para provar que a conjectura é verdadeira, é necessario enumerar todos os objetos
possiveis. Por razoes obvias, esse método de prova é denominado enumeracdo completa, busca
exaustiva ou forga bruta.

Evidentente, o método s6 poderd se constituir numa prova se o nimero de objetos for finito.
Esse nao é o caso, por exemplo, do Ultimo Teorema de Fermat (secao 1.1.1). Para determinar sua
validade por enumeracao completa, seria necessario testar todas as quadruplas (x,y, z,n) com z,
y e z positivos e n > 2, o que é claramente impossivel. O maximo que se pode esperar de uma
busca exaustiva em situagoes como essa é que seja encontrado um contra-exemplo que invalide a
conjectura. Provar que ela estad correta, no entanto, nao é possivel por esse método.

Mesmo nos casos em que o nimero de possibilidades é finito, ele pode ser grande demais para ser
analisado. Testes de primalidade de um nimero inteiro, por exemplo, sao normalmente baseados
em busca exaustiva. As técnicas atuais permitem que se fatorem niimeros com até poucas centenas
de digitos, mesmo se houver um grande poder computacional disponivel para a tarefa.

Apesar dessas limitagoes, provas por enumeracao de complexidade cada vez maior tém se tor-
nado possiveis gracas ao desenvolvimento dos computadores. Conjecturas ha muito propostas tém
sido resolvidas gragas a esse método. E o caso do seguinte problema, proposto no século XIX:

Conjectura F impossivel colocar em um tabuleiro de zadrez as 8 pe¢as mais poderosas (rainha,
torres, bispos, cavalos e rei) de forma que todas as 64 casas estejam sob ataque.

Esse foi considerado um problema em aberto por mais de um século, pois nao havia sido encon-
trada uma solucao que o invalidasse nem havia garantias de que em todas as possiveis configuracoes
pelo menos uma casa esté protegida. Em 1977, contudo, Robison, Hafner e Skiena, utilizando um
método baseado em busca exaustiva, conseguiram provar que a conjectura estd correta: o nimero
maximo de casas simultaneamente sob ataque é 63. A prova, no entanto, requereu quase 24 horas
de processamento em computador.

Além desse, hd muitos outros problemas — com grande utilidade préatica — para os quais a
melhor solugao conhecida é a busca exaustiva ou uma variagao dela. Entre eles, talvez o mais
conhecido seja o Problema do Caizeiro Viajante, que pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema Dados um conjunto de n cidades, os comprimentos das estradas existentes entre elas e
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um nuamero positivo D, determinar se € possivel sair de uma cidade, passar por todas as demais
uma unica vez e retornar a origem percorrendo uma distancia inferior D quilémetros.

Uma ultima observacao sobre provas baseadas em busca exaustiva: apesar de ser necessario
verificar todas os possiveis objetos analisados, muitas vezes isso pode ser feito de forma apenas
implicita. Considere, por exemplo, o problema do caixeiro viajante da forma como foi enunciado.
O objetivo ¢é determinar se existe uma permutacgao das n cidades tal que, se elas forem percorridas
nessa ordem, a distancia total serd inferior a D. A solugdo “6bvia” seria enumerar todas as n!
permutagoes e testar uma a uma. Para n = 8, por exemplo, suponha que as primeiras trés cidades
de uma solugao sejam, na ordem, Cy, Cs e C'5. Se a soma dos comprimentos dos caminhos que levam
Ci a Cy e Cy a (3 ja for maior que a distancia D, pode-se considerar que todas as permutagoes
iniciadas com as trés cidades nessa ordem foram devidamente analisadas, mesmo que isso nao seja
feito explicitamente. Em muitos casos, é possivel adotar argumentos de simetria para reduzir ainda
mais o nimero de permutacoes analisadas. Para o caixeiro viajante, por exemplo, pode-se supor
que todos os caminhos comegam na cidade Cy (por qué?).

Essas e outras técnicas, algumas extremamente elaboradas, sao rotineiramente utilizadas para
tratar de forma mais eficiente problemas praticos. Para muitos deles, isso é tudo o que se pode
fazer, pois é pequena a probabilidade de que eles admitam um método que néo seja baseado em
forca bruta.

1.3.3 Prova Direta

Provas diretas sdo as mais comumente encontradas e, portanto, sao extremamente intuitivas. Elas
seguem uma seqiiéncia natural: a partir das informacoes fornecidas (hipéteses), apresentam uma
série de passos légicos interrelacionados até que se chegue ao resultado desejado (tese). Teoremas
relativos a Geometria Plana, por exemplo, em geral tém provas diretas:

Teorema A altura h de um triangulo equildtero de lado a € h = “T‘/g

Prova Por definigdo, o segmento AH, que representa altura de um triangulo equildtero AABC,

forma um angulo reto com a base BC'. Forma-se assim o tridngulo retangulo AAH B, que tem
como hipotenusa o segmento AB (que mede a) e como catetos AH (que mede h) e HB. Como
todo triangulo equildtero é isésceles, a altura divide a base em duas partes iguais; portanto, HB

mede 2. Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao triangulo AAH B, temos:

2
an 2
h% + (*) =a>
2
Resolvendo essa equagao, encontramos h = %Y 3 O

Nesse caso, foram utilizados apenas argumentos geométricos e algébricos simples para a prova
do teorema. Repare que uma prova (nao sé direta) pode utilizar, além de axiomas e definigdes,
outros teoremas mais basicos. No exemplo, o tinico mencionado explicitamente é o Teorema de
Pitdgoras. A rigor, no entanto, o fato de que a altura um triangulo isésceles divide a base em duas
partes iguais também necessitaria de uma prova.
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1.3.4 Prova Construtiva

Uma prova construtiva apresenta um método, procedimento ou férmula para que se obtenham os
objetos sobre os quais trata o teorema. O método é bastante semelhante & apresentacao de exemplos
(segao 1.3.1), mas sua aplicagao é menos restrita. De maneira geral, uma prova construtiva mostra
como construir ndo um unico exemplo, mas um conjunto deles (infinitos, possivelmente). Para
melhor compreensao do método, considere o seguinte teorema:

Teorema Egzistem infinitas triplas (z, y, z) de nimeros inteiros positivos tais que x> + y? = 22.

Prova Conjuntos infinitos tém uma propriedade interessante: é possivel determinar subconjuntos
que também sao infinitos. Para provar que o teorema estd correto, basta mostrar como construir
um conjunto infinito de triplas em que z2 + y? = 22, mesmo esse conjunto nao inclua algumas
triplas com essa propriedade.

Comecemos com a tripla (3, 4, 5). Ela atende & propriedade requerida, pois 3% + 42 = 52.
Consideremos agora as triplas da forma (3k, 4k, 5k), com k assumindo qualquer valor inteiro
positivo. Vale a seguinte relacao:

(3k)* + (4k)* = 3%k + 4°kK* = (3° + 4°)k* = (5%)k* = (5k)°

Portanto, todas as triplas da forma (3k, 4k, 5k) tém a propriedade desejada. Como h4 infinitos
valores de k, hd infinitas triplas: (3, 4, 5), (6, 8, 10), (9, 12, 15), e assim por diante. Note que,
apesar de nao incluir vdrias (infinitas) triplas vélidas, como (5, 12, 13), o conjunto construido é
infinito, o que basta para provar o teorema. O

Em resumo, para provar que um certo conjunto ¢é infinito, apresentou-se uma prova que da
origem a um subconjunto que em si ja é infinito. Provas construtivas sao tteis também quando o
objeto construido é finito, mas arbitrariamente grande.

Teorema A série harménica (1+ § + 5 + 1 + £ +...) € divergente.

Prova Basta provar que, dado um inteiro M qualquer, é possivel encontrar um inteiro n tal que:

n 1
> = > M.
=1

Em outras palavras, o valor de n deve ser tal que uma série harmonica terminada em % (finita,
portanto) tenha soma maior que M, independentemente do valor dessa constante (basta que seja
finito). Para que a prova seja mais simples, ignore momentaneamente o primeiro termo da série
(1), fazendo-o comegar em 3. Com a retirada de um elemento nao aumenta o valor da soma (pelo
contrario), ela nao invalida a prova.

Considere as seqiiéncias em que n = 2* (k inteiro). Divida uma seqiiéncia desse tipo em
subseqiiéncias terminadas por elementos cujos demominadores sao poténcias de 2 (%, i, %, ete.).
E simples verificar que cada uma das subseqiiéncias tem soma pelo menos 1/2. Para construir
uma seqiiéncia cuja soma é maior que M, basta adicionar subseqiiéncias terminadas em poténcia
de 2 até que a soma seja maior que M. O fato de que cada uma delas é finita e tem um valor
minimo (ou limite inferior) garante que, apds um ndmero finito de operagdes, a seqiiéncia gerada
tera soma maior que M.
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1 1
Z > 1.2 ==
2 = 2
1+1 - 1+1_21_1
3 4 4 4 7 4
1+1+1+1 - 1+1+1+1_41_1
5 6 7 8 8 8 8 8 8 2
S N Lo_on1_1
5+1 5+2 2 n 2

FEzxercicio: determinar o numero de termos da seqiiéncia resultante.

Observe que as provas construtivas apresentam uma forma para se obter o objeto referido
no teorema, que nos casos acima sao: um conjunto infinito de triplas satisfazendo as condigoes
especificadas e para um valor M dado uma série harmoénica com valor superior a M.

1.3.5 Prova por Contradicao

Conforme vimos até aqui, teoremas podem ser enunciados de diversas formas equivalentes. Do
mesmo modo, as respectivas provas também podem ser diferentes. Vimos também que teoremas
que podem ser provados por exemplos e conjecturas que podem ser refutadas por contra-exemplos
sao em geral tarefas mais faceis que demonstrar a validade de uma assercao para um conjunto
infinito de objetos. Assim, matematicos utilizam frequentemente essa liberdade de representacao
de uma assercao para facilitar sua respectivas provas.

A prova por contradigao consiste provar que a negativa de um teorema é falsa. Consequente-
mente, esta prova demonstra que o teorema ¢é verdadeiro. Seja 7 o teorema a ser provado. O que
acabamos de descrever é que se a implicacdo 7 == falso for verdadeira, 7 é verdadeiro. Exemplo:

Teorema FEziste uma quantidade infinita de nimeros primos.

Prova Por contradicao. Vamos provar que a hipdtese Existe uma quantidade finita de numeros
primos é falsa. Assumimos entao que o conjunto de niimeros primos é finito ou, em outras palavras,
que este conjunto pode ser escrito na forma P = {p1,pa,...,Pn}, onde p; é o i-ésimo menor nimero
primo. Para provar que isto é falso, basta apresentarmos um niumero primo que nao pertence a
este conjunto. Um tal nimero primo ¢ pode ser obtido da seguinte forma: ¢ = py.ps..... Pn +
1. Bom, falta ainda demonstrarmos que este nimero é primo. Para isto utilizamos a defini¢ao
de nitimero primo, i.e. um nimero que s6 é divisivel por 1 e por ele mesmo (e os simétricos
destes). Portanto, nimeros compostos (nao primos) sdo aqueles que sdo divisiveis por algum
nimero primo. Agora basta verificar que nao existe nenhum nimero em P que divide ¢, o que
permite concluir que ¢ também é primo. Esta conclusao indica que qualquer que seja o conjunto
finito exaustivo de niimeros primos que apresentemos, podemos encontrar um outro nimero primo
que nao pertence a este conjunto e portanto deve ser acresentado a este conjunto. Logo a hipdtese
é falsa e consequentemente o teorema é verdadeiro. O
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Portanto, devemos sempre considerar a possibilidade de uma prova por contradigao, visto que
o trabalho pode ser significativamente simplificado.

1.4 Erros Comuns

Esta segao apresenta erros freqiientemente cometido na tentativa de se provar um teorema. O ob-
jetivo é ilustrar a importancia de algumas das recomendacoes e observagoes feitas no item anterior.
Lembre-se: todas as provas desta secao estao incorretas.

Teorema Em um tridngulo de lados a, b e ¢, vale a relacdo a? = b? + ¢ — 2bccosa, sendo a o
angulo oposto a a.

“Prova” O enunciado trata de um tridngulo arbitrario. Consideremos um triangulo qualquer,
portanto; um triangulo retangulo, por exemplo. De acordo com o teorema de Pitagoras, vale a
relacdo a? = b2 + ¢2. Substituindo o valor de a? na equacao que se deseja provar, temos:

B2+ =0+ — 2bccosa = 2bccosa =0

Como os lados de um tridngulo tém comprimento estritamente positivo, para que essa equagao
seja verdadeira devemos ter cos @ = 0. No entanto, como se trata de um tridangulo retangulo, isso
¢é imediato: a = 90 = cosa = 0. Portanto, a relagao é vélida. O

Apesar de o teorema estar correto, a prova estd completamente equivocada. Ela ilustra uma
“interpretagao” comum — e errada — da nogao de arbitrariedade. Corretamente, a “prova”
afirma que se trata de um triangulo arbitrario. Ou seja: o teorema vale para qualquer triangulo.
No entanto, o que se faz em seguida é justamente “escolher” o “qualquer”: um triangulo retangulo.
Nesse momento, deixa de haver a arbitrariedade, e tudo o que se diz em seguida é valido somente
para o caso particular selecionado. Portanto, em vez de se provar que a relagao é valida para todos
os tridngulos, provou-se que ela vale para algum tridngulo (o retangulo).

Em outras palavras, a prova apenas mostra que um ter um angulo reto é uma condigao suficiente
para que a relagdo seja valida em um triangulo. Contudo, essa condigdo ndo é necessaria.

Exercicios

1. Determine os fatores primos de 4,294,967,297.

2. Calcule o ntmero de tabuleiros de xadrez formados apenas pelas 8 pecas mais poderosas
(rainha, rei, torres, bispos e cavalos).



Capitulo 2

Inducao Matematica

Este capitulo apresenta o método de prova mais importante para o estudo de algoritmos: a indugao
matematica. Veremos que a indugao matematica é uma ferramenta muito util ndo sé para provar
que um algoritmo existente estd correto, mas também para construir novos algoritmos.

2.1 Principio da Indugao

2.1.1 Um Exemplo Simples

Comecemos com uma pergunta simples: vocé sabe ler um livro de 50 mil pdginas? Sua resposta
(espera-se) é sim, mesmo que vocé nunca tenha lido um livro desse tamanho e jamais venha a ler.
De qualquer forma, vocé sabe que pode.

Inconscientemente, vocé estd usando o principio da indugao matemaética. Para ler um livro,
vocé na verdade s6 precisa saber duas coisas: ler uma pagina e virar uma péagina. O menor livro
que se pode conceber tem uma péagina; vocé sabe ler uma pagina. Suponha que vocé receba um
livro nao de uma, mas de duas paginas. O que fazer? Simples: ler a primeira pagina, vira-la, e ler
a segunda. E se forem trés paginas? Leia as duas primeiras pdginas (vocé sabe ler livros de duas
paginas, afinal de contas) e, depois de virar a segunda pégina, leia a terceira. O mesmo vale para
4, 17 ou 50 mil péaginas. Leia as 3, 16 ou 49999 primeiras, vire a pagina e leia a ultima. E assim
que se 1é um livro.

O principio bésico de uma prova indutiva é decompor um problema em problemas menores.
Para ler um livro de n péaginas, basta saber ler um livro de n — 1 paginas e saber virar uma pégina.
Ler um livro de n — 1 paginas, por sua vez, requer que se saiba ler um livro n — 2 paginas e também
que se saiba virar uma péagina. Por outro lado, um livro de n — 2 péginas ... A idéia é sempre essa.
Entretanto, o raciocinio estd incompleto: a prova de que um livro de certo tamanho pode ser lido
utiliza a prova para um tamanho imediatamente menor (com uma pégina a menos). A prova nao
para, a nao ser que cheguemos a um tamanho que possamos resolver sem recorrer a nada mais.
Nesse caso, isso ocorre quando o nimero de paginas é 1. Quando um livro tem uma pégina, nao
recorremos a outros casos: vocé definitivamente sabe ler uma pégina.

Vejamos como seria a prova formal de que vocé sabe ler um livro com qualquer nimero de
pdginas (os termos serao explicados adiante):
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Base Voceé sabe ler um livro de uma pagina.

Passo Indutivo Suponha, por hipdtese, que vocé saiba ler um livro de k pdginas (k > 1). Para
ler um livro de k + 1 piginas, leia as k primeiras (de acordo com a hipétese, vocé sabe fazer isso).
Vire a pagina. Leia a pagina k + 1. Parabéns, vocé sabe ler um livro.

Talvez vocé nao esteja convencido de que isso prova que vocé sabe ler livros de qualquer
tamanho. Vejamos. De acordo com a base (a menor situagdo que vocé sabe resolver de forma
absoluta, sem recorrer & divisdo do problema), vocé sabe ler um livro de tamanho 1 (ou seja, com
uma tnica pdgina). Além disso, segundo o passo indutivo, para ler um livro com n + 1 paginas
basta saber ler um livro de n paginas. Como vocé sabe ler um livro de uma pégina, isso garante
que vocé sabera ler um livro de duas paginas. Mas se vocé sabe ler um livro de duas péginas, o
passo indutivo garante que vocé sabe ler também um livro de trés paginas. Mas quem sabe trés
também sabe quatro. E quem sabe quatro ... Esta claro que podemos chegar a livros de qualquer
tamanho seguindo esse raciocinio. Portanto, de fato vocé sabe ler livros de 50 mil, um milhao ou
um bilhdo de paginas. E s6 ter paciéncia.

2.1.2 Formalizagcao do Principio da Inducao

O principio da indug¢ao matemdtica é o que torna validas as provas por inducao. Ele pode ser
apresentado da seguinte forma:

Para provar que um determinado teorema T (n) (n natural) € vdlido para n maior ou igual a uma
certa constante ng, € suficente provar dois outros teoremas:

1. T(ng); e

2. T(n) = T(n+1), para todo n > nyg.

A formalizagdo desse principio mostra por que a indugdo matematica é um método de prova
muito poderoso. Para descrever propriedades de um nimero potencialmente infinito de objetos, a
prova indutiva analisa explicitamente apenas dois aspectos do problema: um caso simples, a base
(item 1), e a transicao entre dois casos consecutivos quaisquer, o passo indutivo (item 2). Em vista
disso, esse método também pode ser chamado de inducao finita, mas cuidado: finita é a prova, nao
o numero de objetos sobre os quais se pode chegar a alguma conclusao.

O fato de o principio da indugao tratar de nimeros naturais nao significa que ele s6 seja aplicavel
a problemas puramente numéricos. Para que um teorema se preste a uma prova por inducao (ao
menos em tese), é necessario apenas que ele possa ser discretizado, ou seja, que de alguma forma
os objetos de que ele trata possam ser mapeados sobre os niimeros naturais. Em geral, é necessério
apenas que o pardmetro de indugdo (a varidvel n, no caso) seja um niimero natural.

As préximas segbes apresentardo diversos teoremas provados por indugdo matematica, alguns
deles puramente numéricos, outros ndo. A partir dos exemplos, serd possivel discutir algumas
caracteristicas importantes das provas por indugao, bem como algumas variagoes do principio
apresentado.
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2.2 Problemas Numéricos

Essa secao apresenta alguns teoremas puramente numéricos que podem ser provados de forma
relativamente simples por indugao matemaética.

2.2.1 Soma de Inteiros
Teorema A soma dos n primeiros nimeros inteiros positivos (S, ) vale n(n + 1).

Primeiramente, é interessante realizar alguns testes para verificar se o teorema “faz sentido”,
ou seja, se estd de acordo com a intuigao. Consideremos o caso trivial: n = 1. H4 apenas um
nimero (1) e a soma ¢é 1. Felizmente, ¢ isso também o que diz a férmula: $1(1+1) =1. Sen =2,
a soma é 14+ 2 = 3; de acordo com a férmula, %2(2 + 1) = 3. Consideremos um ndmero maior,
n=10. A soma 1+ 2+ ...+ 10 vale 55; de fato, $10(10 + 1) = 55.

A férmula parece correta, mas os testes que realizamos nao sao suficientes para provar isso. O
fato de nao conseguirmos encontrar um contra-exemplo nao significa que ele nao exista, conforme
discutido no capitulo 1. A indugao matematica, por outro lado, pode provar o teorema.

Prova Por indugdo em n. O caso base é n = 1, o menor valor possivel da variavel usada como
parametro de indugdo. A férmula é valida nesse caso: : S; = sn(n+1) = $1(1+1) = 1.

Resta agora o passo indutivo. Suponha, por hipétese, que a soma dos k primeiros nimeros
inteiros positivos (k > 1) é S, = 1k(k +1). Consideremos o caso em que n = k + 1. A soma
dos k + 1 primeiros nimeros é, por definicao, igual a k + 1 mais a soma dos k primeiros, ou seja,
Sk+1 = Sk + (k+1). Usando a hipétese, temos:

Sky1 = Sk+(k+1):@+(k+1):
_ k(e +2(k+1)  (k+1)(k+2)
2 2

Para n = k + 1, esse resultado estd de acordo com a férmula proposta, o conclui a prova. O

A idéia bésica dessa prova é a mesma utilizada no teorema sobre a leitura de livros. Inicialmente,
verifica-se que o caso base esta correto. Em seguida, supoe-se que o teorema é verdadeiro para um
valor arbitrério de n (n = k). Finalmente, a partir unicamente dessa suposigao, consegue-se provar
que o teorema é verdadeiro para n = k + 1.

Nesse caso, foi feita uma suposicao a respeito do resultado quando n = k e, a partir dela,
provou-se algo para n = k + 1. Em alguns casos (certos problemas numéricos, principalmente), é
conveniente fazer a suposicao para n = k—1 e derivar o resultado para n = k. As duas alternativas
para o passo indutivo sdo perfeitamente equivalentes. Todos os resultados que puderem ser provados
usando uma delas também poderdo sé-lo com a outra. A manipulacdo algébrica, por outro lado,
pode ser mais ou menos simples de acordo com a forma escolhida.

2.2.2 Desigualdades

Teorema Se n for um nimero natural e x um nimero real tal que x > 1, entdo (1+2z)™ > 1+nzx.
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Prova Por indugao em n. O teorema é vélido para n = 1, pois 1 +x > 1 + x. Suponha que
o teorema seja valido para n = k, ou seja, que (1 + 2)¥ > 1 + kx para todo > 1. Para o caso
n =k + 1, devemos provar que (1 + z)**! > 1 + (k + 1)z. Desenvolvendo o lado esquerdo dessa
inequagao, temos que (1 + z)**1 = (14 2)*(1 + z). Como por hipétese (1 + z) > 0, a hipétese de
inducdo garante que (1+z)*(1+z) > (1+kz)(1+2). Como (1+kz)(1+xz) =1+ (k+ 1)z + ka?
e kz? é um ntimero positivo (tanto x quando k o sdo), conclui-se que (1 +z)**! > 1+ (k+ 1)z, o
que completa a prova. a

Observe que ha duas varidveis no enunciado do teorema: m e z. Nesse caso, nao é dificil
determinar qual delas devera ser o parametro de indugao: apenas n pode sé-lo, ja que x é uma
variavel real. Uma condigao indispensavel para que uma prova por indugdo matemaética possa
ser realizada é o fato de que o parametro de indugao deve pertencer a um conjunto contavel, ou
seja, que possa ser mapeado no conjunto dos nimeros naturais. Nos exemplos que veremos, esse
conjunto serd quase sempre o préprio conjunto dos naturais, mas nada impede que uma prova por
inducao seja feita sobre um parametro inteiro. Um parametro real, contudo, jamais podera ser
usado em uma prova desse tipo.

Teorema Para todo valor positivo de n, 2™ > n + 1.

Prova Por indugdao em n. Para n = 1 (caso base), a relacio é verdadeira: 2 > 1+1 (i.e., 2 > 2).
Como hipétese de indugao, suponha que a desigualdade é vélida para n = k — 1, sendo k > 2. Isso
significa que 2¥=! > (k — 1) + 1, ou 2*~! > k. Para n = k, desejamos provar que 28 >k +1. O
valor de 2* pode ser rescrito como 2 - 281, De acordo com a hipétese de inducdo, 21 > k e,
portanto, 28 = 2-2%=1 > 2k, Como k > 2, temos que 2k > k + 1. Isso prova que 2 > k+ 1, como
desejado. O

A manipulagao algébrica necessaria para essa prova envolveu uma série de passos que exigem
2k=1 o que pode parecer
um tanto arbitrario, j& que existem infinitas maneiras de se representar 2¥. Na verdade, nao hé
tal arbitrariedade. Quando se faz uma manipulagao algébrica em uma prova por inducdo, sabe-se
que inevitavelmente a hipétese de inducdao serd utilizada. Como no exemplo 2~ é um dos termos

alguma criatividade. Por exemplo, foi conveniente reescrever 2¥ como 2 -

dessa hipétese, nada mais natural que representar 2¥ em funcio dele, e 2 - 28~1 ¢ justamente a
maneira mais simples de fazé-lo. A prova anterior e a que se segue também constituem exemplos
de como a manipulagao algébrica pode ser “guiada”’ pela hipdtese de indugao.

2.2.3 Divisibilidade
Teorema Para quaisquer numeros naturais r # 1 e n, ™ — 1 € divisivel por © — 1.

Prova Por inducao em n. Para n = 1, o teorema é verdadeiro, ji que todo nimero é divisivel por
ele mesmo. Suponha que o teorema seja verdadeiro para n = k, ou seja, que ¥ — 1 é divisfvel por
2 — 1 para todo nimero natural z # 1 (o caso x = 1 leva a uma divisdo por zero). Para provar
k1 k+1 _ 1 em funcdo de z* — 1. Isso é

que x — 1 é divisivel por = — 1, precisaremos representar x

relativamente simples:

o1 =[x — 1) 4 2] -1 = [z(@® - )]+ (z —1).
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Essa expressao possui duas parcelas. A primeira delas possui um fator ¥ — 1, que a hipétese
de inducao garante ser divisivel de z — 1; a segunda é o préprio « — 1. Portanto, z**t! —1 é de fato
divisivel por x — 1. O

2.3 Retas no Plano

Essa secao mostram de dois teoremas que tratam da mesma estrutura: um conjunto retas no
plano. Diz-se que as retas estao em posicdo geral se nao houver entre elas duas retas paralelas ou
coincidentes e, além disso, nao houver trés retas que se cruzam no mesmo ponto. Essas condigoes
garantem que cada reta cruza todas as outras e em pontos distintos.

Teorema As regides do plano determinadas por um conjunto de retas em posi¢cdo geral podem ser
coloridas com duas cores de forma que regioes adjacentes recebam cores diferentes.

Prova Por indugdo no nimero de retas (n). O caso base é n = 1: se houver apenas uma reta, o
plano serd dividido em duas regioes. Basta colorir cada uma delas com uma cor diferente. Como
hipétese de indugao, suponha que seja possivel colorir as regides do plano determinadas por k retas
em posicao geral. Considere um plano com k + 1 retas. Retire uma reta r qualquer. O plano
agora possui k retas em posigao geral e, de acordo com a hipétese de inducgao, pode ter suas regioes
coloridas com apenas duas cores. Seja C) uma coloracao vélida para elas. Recoloque a reta r em
sua posicao original. A coloracdo Cy nao mais é valida, pois cada uma das regides cortadas por r
se transforma em um par de regices adjacentes com cores iguais, o que nao é permitido. Por outro
lado, essas seriam as Unicas regides em que haveria conflitos. Para construir uma nova coloracao
Cr+1 a partir de Cy, basta trocar as cores de todas as regioes em um dos lados de 7 e preservar as
cores do outro lado. Essa coloragao é valida. Para constatar isso, considere duas regioes vizinhas.
Se ambas estiverem do mesmo lado de r, elas terdo cores distintas em Cy. Mesmo que suas cores
tenham sido trocadas, elas aindas serao diferentes entre si em Cj1. Se uma das regioes estiver em
um lado de r e a outra em outro, a aresta que a separa é parte de r. Isso significa que faziam parte
da mesma regido e, portanto, tinha tinham a mesma cor em C). Entretanto, na construcao de
Cr+1 apenas uma delas teve sua cor invertida, o que fez com que passassem a ter cores diferentes.
O

Observe que a prova seria igualmente vdlida se adotdssemos como caso base n = 0 (ou seja, o
plano “dividido” em uma tnica regido). O teorema seguinte trata dos planos cortados por retas
em posicao geral.

Teorema O numero de regioes do plano determinadas por um conjunto de n retas em posi¢ao
geral é n(n+1)/2 + 1.

Prova Por inducao em n. Seja n = 1 o caso base. Uma reta sempre divide o plano em dois
semiplanos. Isso estd de acordo com o teorema, segundo o qual uma reta (n = 1) determina duas
regides (1(141)/2+1 = 2). Considere, como hipétese de indugao, que n = k — 1 retas em posigao
geral (k > 2) determinam Rjy_1 = k(k—1)/2+ 1 regides no plano. Para que o passo indutivo possa
ser realizado, é necessario determinar exatamente quantas novas regides sao criadas pela adicao da
reta k. Esse resultado é dado pelo seguinte lema:
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Lema A adicao de uma reta a um conjunto de n retas em posicao geral aumenta o
ntimero de regioes em n + 1.

Prova Direta. Quando uma reta é adicionada a um conjunto de n retas em posicao
geral (garantindo-se que o conjunto resultante também esteja em posigdo geral), cada
reta do conjunto original é interceptada exatamente uma vez. Além disso, os n pontos
de intersecao sao distintos entre si. Assim sendo, apds cruzar cada uma das retas
originais, a nova reta entra em uma nova regiao. Como s@o n as retas originais e a
regiao antes da primeira reta também deve ser contada, sao n+ 1 regioes interceptadas.
Como cada uma delas é dividida em duas pela nova reta e as demais regioes permancem
inalteradas, o numero total de regiGes aumenta em n + 1. O

Portanto, o niimero de novas regioes criadas pela adigao de uma reta a um conjunto de k — 1
retas é k. O total de regioces determinadas por k retas, portanto, é Ry = Ry_1 + k. Substituindo
Rj._1 pelo valor dado pela hip6tese de indugao, temos que

k(k —1)

: B(k—1)+2k | k(k+1)

2 2

0 que conclui a prova. O

2.4 Poligonos

Teorema A soma dos dngulos internos de um poligono convexo de n lados é 180(n — 2) graus.

Prova Por indugao em n. O menor poligono que se pode conceber é um triangulo. A soma dos
angulos internos de um tridngulo é 180 graus, o que estd de acordo com o teorema (180(3—2) = 180).
Suponha que a soma dos dngulos internos de um poligono convexo com k > 3 lados seja 180(k —2)
graus. Deve-se provar que a soma dos angulos internos de um poligono convexo P com k + 1
lados é 180[(k + 1) — 2] = 180(k — 1) graus. Sejam A, B e C, trés vértices consecutivos quaisquer
do poligono. Como se trata de um poligono convexo, o segmento AC nao intercepta nenhum
outro lado do poligono e estd totalmente contido dentro dele. Considere o poligono P’ formado
por todos os vértices do poligono original exceto B, eliminado pela substituicio dos lados AB
e BC pelo segmento AC. Como P’ é um poligono convexo com k lados, a hipétese de inducio
garante que a soma de seus angulos internos é 180(k — 2) graus. Todos os angulos internos de
P’ sao também angulos internos de P. Para completar P é necessario incluir também os angulos
internos do tridngulo ABC, que totalizam 180 graus. Portanto, a soma dos angulos internos de P
¢ 180(k — 2) + 180 = 180(k — 1) graus, o completa a prova. a

A escolha da base em uma prova por inducao depende essencialmente do teorema a ser provado.
Nesse caso, utilizou-se n = 3 (o tridngulo) como um caso base. Esse é o menor poligono nao-
degenerado que se pode conceber. Para utilizar n = 2, precisariamos no minimo de uma certa boa
vontade para nos convencermos de que a soma dos angulos internos de um poligono de dois lados
tem zero grau. Agora, se n = 1 fosse escolhido como base, seria necessario desenvolver argumentos
um tanto mirabolantes para aceitar que a soma dos angulos internos de um “poligono de um lado”
(17) é de —180 graus.
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Como regra geral, normalmente se utiliza como base o menor caso nao-degenerado de que trata
o teorema. B claro que essa escolha s6 fica a cargo de quem prova o teorema quando o enunciado
nao especifica precisamente qual é o caso base, talvez pelo fato de seu autor esperar um certo bom
senso de quem o 1&. Se, por outro lado, o teorema referir-se explicitamente a instancias de tamanho
n > 1 (por exemplo), a prova ndo pode se restringir a n > 3 ou mesmo a n > 2. Todos os casos
devem ser provados. As vezes, pode ser interessante provar por indugao os casos maiores e, devido
a alguma especificidade dos casos menores, prova-los individualmente por algum outro método.
Um deles pode inclusive ser usado como base para a indugao.

2.5 Classificagao em um Campeonato

Teorema Ao final de qualquer campeonato em que todos os n participantes jogaram entre si, €
possivel, independentemente dos resultados, classificar os participantes de forma que, para todo
i€{1,2,...,n— 1}, p; vence p;y1 (ou seja: py vence pa, que vence ps, ..., qUE VENCE Pp_1, que
vence py, ).

Prova A prova é por indugao em n, o numero de participantes no campeonato. Como o menor
campeonato que se pode conceber tem dois participantes, considera-se n = 2 como o caso base.
Nesse caso, 0 hd um tnico confronto, sendo o vencedor dele o primeiro classificado (p;) e o perdedor,
o segundo (p2).

Como hipétese de indugao, suponha que seja possivel encontrar uma classificacao p1, pa, .. ., Pk
para um campeonato com n = k participantes. Deve-se determinar a partir dela uma classificacao
para um campeonato com n = k + 1 participantes. Inicialmente, escolhe-se um participante
q qualquer. Desconsiderando-se os jogos em que ¢ atuou, o que se tem é um campeonato com k
demais participantes. Pela hipétese de inducgao, é possivel encontrar uma classificagao entre esses k
participantes. Sejam eles p1,pa, ..., Pk, sendo p; 0 primeiro e pi o ultimo desse “sub-campeonato”.

Sempre existird uma posigao nessa lista (possivelmente a primeira ou a ultima) em que g poderd
ser inserido. Basta percorré-la de p; para pj e inserir g antes do primeiro participante p; sobre o
qual ele obteve uma vitéria, ou apds px caso ¢ tenha perdido todos os jogos. E simples perceber
por que essa estratégia de insercao mantém a lista consistente. Se i = 1, ou seja, se ¢ tiver vencido
p1, g serda considerado o vencedor do campeonato e o restante da lista permanecerd inalterado.
Da mesma forma, se ¢ tiver perdido todos os jogos, nao hé outra alternativa sendo colocé-lo na
dltima posigao, mantendo a ordenacao entre os demais elementos inalteradas. O caso nao-trivial
ocorre quando 1 < ¢ < k. Pela regra de insergao, garante-se que ¢ terd vencido p;. No entanto,
0 que garante que p;_1 terd vencido ¢, como requer o enunciado do teorema? A prépria regra de
insercao: ¢ deve ser inserido logo apds o primeiro participante que tenha derrotado. Se ¢ tivesse
derrotado p;_1 ele teria sido inserido antes dele na lista. O

A prova apresentada adota n = 2 como caso base, ja que nao faz sentido um campeonato com
menos de dois participantes. No caso desse teorema em particular, a prova seria igualmente véalida
se a base fosse n = 1. No entanto, conforme ja mencionado anteriormente, recomenda-se que se
utilize como base um caso nao-degenerado do problema.

Uma curiosidade a respeito do critério sugerido para a determinacao da ordem entre os parti-
cipantes de um campeonato: ele pode dar origem a mais de uma classificagdo para o mesmo
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conjunto de jogos. De fato, a propria prova por indugao deixa isso claro. No passo indutivo, pode-
se retirar um elemento qualquer do grupo para em seguida inseri-lo entre os demais participantes. A
classificagao final do campeonato pode mudar de acordo com o elemento escolhido. E interessante
notar que, dependendo da ordem das escolhas, um participante poderd ser campeao vencendo
apenas um jogo ou ser o ultimo perdendo apenas um.

2.6 Formula de Euler

Um mapa planar é qualquer subdivisao do plano em regides por segmentos finitos. Cada uma
dessas regioes é denominada face; um segmento que separa duas faces adjacentes é uma aresta; os
pontos de encontro de duas ou mais arestas sao chamados de vértices. Um mapa é dito conexo se for
possivel chegar de cada regiao a qualquer outra percorrendo apenas suas arestas. Uma importante
relagdo entre o numero de vértices, arestas e faces em um mapa conexo é a Fdérmula de Euler:

Teorema Em qualquer mapa planar conezxo vale a relagio V. — A+ F =2, sendo V' o nimero de
vértices, A o de arestas e F' o de faces no mapa (incluindo a face externa ou ilimitada).

Prova Esse teorema tem uma particularidade que torna sua prova por indugao um pouco mais
complexa que as demais vistas até entao. H& trés varidveis envolvidas no problema: A, F e V.
A escolha de qual (ou quais) delas deverd ser utilizada como pardmetro é essencial para tornar a
prova mais simples, ou até factivel.

A melhor escolha nesse caso é utilizar o nimero de fazes como o principal parametro de inducao.
O caso base é F' = 1: em todo mapa com uma face, deve valer a relacio V — A+ F = 2, o que
nesse caso corresponde V — A = 1. Ao contrario de outros teoremas estudados, o caso base nao é
trivial. E necessdrio provar que ele é de fato verdadeiro.

Um mapa com uma tnica face tem a caracteristica de ndo possuir ciclos, ou seja, é impossivel,
partindo de um vértice v qualquer, percorrer algumas arestas uma tnica vez e chegar a v novamente.
Qualquer ciclo determina pelo menos duas faces: uma correspondente ao seu interior e outra ao
seu exterior. Um mapa conexo sem ciclos é chamado de drvore. Assim sendo, o caso base a ser
provado pode ser apresentado como o seguinte lema:

Lema FEm toda drvore vale a relacao V = A + 1.

Prova A prova sera feita por indugao em V. Tome como base V = 1. Um mapa
com apenas um vértice nao pode possuir arestas, pois elas ligam sempre dois vértices
distintos. Portanto, A = 0 e a relacéo é verdadeira. Como hipétese de indugao, suponha
que, para V = k (com k > 1), o nimero de arestas seja A = k — 1. Considere uma
arvore com k + 1 vértices. Como ela ndo contém um ciclo, pode-se garantir que ha pelo
menos um vértice v ligado a apenas uma aresta. Se todo vértice tivesse mais de uma
aresta incidente, seria possivel percorrer o grafo indefinidamente, sempre entrando em
um vértice por uma aresta e saindo por outra. Como o grafo é finito (tem apenas k + 1
vértices), isso implica a existéncia de um ciclo, o que é uma contradi¢do. Removendo o
vértice v e a aresta a ele ligada, obtém-se um mapa com k vértices que continua conexo
e nao possui ciclos. Trata-se, portanto, de uma arvore com k vértices; pela hipétese de
indugao, ela possui k—1 arestas. Se recolocarmos v e a aresta adjacente, aumentaremos
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em uma unidade tanto o nimero de arestas (que passard a ser k) quanto o de vértices
(k+1). Portanto, vale que V.= A+1 para V = k+1, o que completa a prova do lema.
O

Uma vez provado o lema, temos estabelecido o caso base do teorema original, ou seja, para
F =1 arelacio V — A+ F = 2 é valida para mapas planares conexos. Suponha que o teorema
seja vélido para F = k, ou seja, que V — A+ k = 2 em um mapa planar com k faces (k > 1).
Considere agora um mapa com k + 1 faces. Seja Apy1 o nimero de arestas nesse mapa. Ha pelo
menos uma face vizinha a face externa (ilimitada) do grafo. Retire uma aresta que separa essas
duas faces. Teremos um novo mapa com k faces e Ay = Ag41 — 1 arestas. Pela hipotese de
inducao, vale a relacao V — Ay + k = 2. Utilizando a relagao entre Ay e Ax11, chega-se a equagao
V — Ak + (E+ 1) =2, o que completa a prova. ]

A prova da Férmula de Euler foi menos imediata que as apresentadas anteriormente. A razao
principal é o fato de ela tratar simultaneamente de trés varidveis (V, A e F'), sendo que nenhuma
delas sobressai-se como o parametro de inducdo mais adequado & primeira vista. Acabou-se op-
tando por dois deles: o numero de vértices e o de faces. O uso de mais de um parametro de indugao
caracteriza uma técnica conhecida por inducdo mailtipla.

2.7 Decomposicao em Fatores Primos

Teorema Todo nimero inteiro n > 2 pode ser decomposto em fatores primos.

Prova Por indugao em n. O caso base, n = 2 é trival: 2 é primo e, portanto, seu unico fator primo.
Como hipétese de indugao, suponha que todo inteiro n tal que 1 < n < k possa ser decomposto em
fatores primos. Devemos provar que n = k pode ser decomposto em fatores primos. Se k for primo,
a decomposicao existe e tem apenas o préprio k como fator. Por outro lado, se k for composto,
existirdao (por definigdo) dois inteiros r e s positivos e maiores que 1 tais que k = r-s. Como tanto
r quanto s sao menores que k, a hipdtese de indugao garante que ambos podem ser decompostos
em fatores primos. Como k = 7 - s, a decomposicao em fatores primos de k é simplesmente a
multiplicacao de todos os fatores de r pelos de s. O

Essa prova é muito simples, mas ilustra um tipo de indugao nao discutido até aqui: a inducdo
forte. Nos exemplos anteriores, a hipétese de inducao referia-se apenas ao caso imediatamente
anterior ao discutido no passo indutivo. Supunha-se que o teorema era valido para n = k — 1
e provava-se que isso implicava sua validade para n = k. Na indugao forte, a hipdtese supoe a
validade do teorema para todos os casos desde a base até o valor imediatamente anterior a k, tratado
no passo indutivo. Formalmente, o principio da inducao matemdatica forte pode ser enunciado da
seguinte maneira:

Para provar que um determinado teorema T (n) € vdlido para n maior ou igual a uma certa cons-
tante ng, € suficente provar dois outros teoremas:

1. T(no); e

2. Tmo)ANT(no+1)AT(ng+2)A...ANT(n—=1)AT(n) = T(n+ 1), para todo n > ng.
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Trata-se de um principio muito semelhante ao Principio da Indugao Fraca, formalizado na secao
2.1.2. De fato, o item 1, correspondente ao caso base, é idéntico nos dois casos. Apenas o item
2 (passo indutivo) é diferente. Enquanto a indugdo fraca deve utilizar apenas a hip6tese de que
T (n—1) é verdadeiro para provar 7 (n), a indugao forte pode supor que 7 é verdadeiro para todos
os valores desde ng até n — 1.

E a indugao forte que torna simples a prova de que todo inteiro que 1 pode ser decomposto
em fatores primos. O passo indutivo reduz um problema de um tamanho k para dois problemas
menores, mas de tamanho indefinido. A indugdo fraca (que vinha sendo discutida até aqui) é
incapaz de tratar essa situacao, naturalmente coberta pela inducao forte.

Um aspecto interessante da inducao forte é que nao sao necesséarias quaisquer condigoes especiais
para que ela seja utilizada. Qualquer prova que utilize indugao fraca pode substitui-la pela inducao
forte sem problemas, apesar de isso nao ser necessario. Voltando ao exemplo do livro do inicio do
capitulo, a indugdo fraca pode ser traduzida como “para chegar a uma pégina qualquer (exceto
a primeira), preciso ter lido a pagina anterior”. A indugdo forte, por sua vez, significaria “para
chegar a uma pédgina qualquer (exceto a primeira), preciso ter lido todas as paginas anteriores,
desde a primeira”’. A segunda frase nao requer nada além do que requer a primeira, ao contrario
do que pode parecer a primeira vista.

2.8 Centavos

Teorema Qualquer quantia Q@ superior a 7 centavos pode ser paga exatamente apenas com moedas
de 3 centavos e 5 centavos.

Prova Por indugao em ). Como hipdtese de indugao, suponha que seja possivel pagar exatamente
uma quantia Q = k — 3. Para Q = k, basta adicionar ao pagamento de k£ — 3 uma moeda de 3
centavos. Resta considerar o caso base. O teorema trata de valores de ( > 8, portanto 8 deve ser
um caso base. De fato, essa quantia pode ser paga com uma moeda de 3 e outra de 5 centavos.
Entretanto, apenas esse caso nao é suficiente, uma vez que o passo indutivo tem tamanho 3 e nao
1. Utilizando-se a base 8, apenas os casos {11,14,17,20...} podem ser provados. E necessario
haver 3 bases: além do préprio 8 (3+5), temos também 0 9 (3+3+3) e 0 10 (5+5). O segundo
caso é a base para a prova de {12,15,18,21,...} e o terceiro, para {13,16,19,22...}. Juntas, as
trés bases sao suficientes cobrir todos os casos. O

Esse problema mostra como se deve proceder quando passo indutivo tem tamanho superior a
1. Um tnico caso base pode nao garantir a correcao da prova, ja que ele pode ser “saltado” no
passo. A regra geral é a seguinte: se para provar que uma instancia de tamanho n esta correta
for necessério fazer referéncia a uma instancia de tamanho n — p (sendo p uma constante), serdo
necesséarias p bases. No exemplo, p = 3 e as bases sao 8, 9 e 10, justamente os trés primeiros
inteiros positivos consecutivos para os quais o teorema é verdadeiro. Observe que n = 10, por
exemplo, deve ser tratado explicitamente (como caso base) porque sua prova por indugéo usando
apenas o 8 como base seria impossivel: ela utilizaria o fato de que 7 (10 — 3) pode ser pago apenas
com moedas de 3 e 5, o que nao é verdade.

De forma mais genérica, isso significa que a seguinte variagao do principio da inducao matemaética
Fraca é valida:
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Para provar que um determinado teorema T (n) é vdlido para n (natural) maior ou igual a uma
certa constante ng, € suficente provar dois outros teoremas:

1. Tng) ANT(ng+ 1) A...AT(ng +p—1), sendo p um nimero natural positivo; e

2. T(n) = T (n+p), para todo n > ng.

O item 1 representa todas as bases. Nao é necessario provi-las individualmente, mas, como
normalmente o valor de p é pequeno, essa estratégia é quase sempre a mais adequada. O item 2 é
o passo indutivo. O principio da indugao matematica fraca apresentado no item 2.1.2 é um caso
do mostrado aqui em que p = 1.

2.9 Erros Comuns em Provas por Inducao

Nesta secao serao apresentadas algumas “provas” que ilustram erros freqiientemente cometidos.
Todos os cuidados mencionados no capitulo anterior devem ser tomados em provas por indugao.
Afinal, trata-se de um método de prova como outro qualquer. Além disso, conforme se vera,
a natureza da indugao matematica requer alguns cuidados adicionais. No entanto, equivocos
podem ser facilmente evitados se os conceitos envolvidos em uma prova por indugao forem bem
compreendidos.

2.9.1 Paridade

Conjectura Todo inteiro n > 2 € par.

“Prova” Por indugdo em n. O caso base é trivial: 2 é par. Como hipétese de indugao, suponha
que n = k — 2 seja par, o seja, que k — 2 = 2¢ para algum inteiro c. Considere o caso n = k.
Reescrevendo n como n = (k —2) 4 2, pode-se aplicar a hipdtese de indugdo: n = 2¢+2 = 2(c+1).
Como (¢+ 1) é um nimero inteiro, essa relagdo mostra que n = k é multiplo de 2 e, portanto, par,
0 que completa a prova. O

Como todos sabem que nem todo inteiro é par, essa prova evidentemente possui um erro. No
caso, nao foi seguida a recomendagao feita na secao 2.8: se o passo indutivo tiver tamanho p, é
necessario estabelecer p bases. Nesse exemplo, o passo tem tamanho 2, mas apenas uma base é
utilizada. Dessa forma, a prova funciona para os ntimeros (verdadeiramente) pares, mas falha ao
ser aplicada a um numero impar. Quando n = 3, por exemplo, o passo indutivo “pula”’ a base e nos
remete ao caso n = 1, que por sua vez remeteria ao caso n = —1, seguindo-se o caso n = —3, etc.
Enfim, a auséncia de um caso base apropriado leva a uma linha de raciocinio infinita (e incorreta).

2.9.2 Retas no Plano

Conjectura Em um conjunto de n > 2 retas nao-paralelas e nao-coincidentes, todas interceptam-
se no mesmo ponto.

“Prova” Por indugao em n. O caso base é trivial: duas retas que nao sao paralelas ou coincidentes
por definicao cruzam-se em um tnico ponto. Considere que o teorema ¢é valido para n =k — 1, ou
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seja, que k — 1 retas nao-paralelas e nao-coincidentes interceptam-se em um tnico ponto. Seja um
conjunto com k retas nao paralelas. De acordo com a hipétese de indugao, as k — 1 primeiras retas
possuem um tnico ponto em comum. Pelo mesmo motivo, as k — 1 ultimas retas também possuem
um unico ponto em comum. Como ha retas que pertencem aos dois conjuntos, o ponto comum é
0 mesmo para todas as k retas. O

Essa conjectura é claramente absurda, mas a “prova” pode até parecer correta a primeira vista.
O caso base estd correto e, ao contrario do exemplo anterior, o passo indutivo tem tamanho 1,
0 que garantiria que a base é sempre alcangada. O problema nesse caso estd nos argumentos
fornecidos no passo indutivo. De acordo com a prova, o fato de que em dois subconjuntos distintos
de tamanho k — 1 as retas possuem um tnico ponto em comum é suficiente para garantir que em
um conjunto de k retas elas se interceptarao no mesmo ponto. Para que isso seja verdade, no
entanto, é necessario que a intersegao entre esses subconjuntos tenha pelo menos duas retas, que
determinariam o ponto em comum tanto em um subconjunto quanto no outro. Se houver apenas
uma reta na intersegao, os pontos em cada um dos subconjuntos podem ser distintos. Isso ocorre
quando k = 3: o fato de que em dois subconjuntos de tamanho 2 as retas se interceptam em tnico
ponto ndo implica que as trés retas terdo um unico ponto em comum (considere o caso de trés
retas em posigao geral).

Em resumo, o problema da prova apresentada é o fato de que o passo indutivo sé vale para
k >4 e a base é k = 2. Representado o teorema por 7, isso significa que é possivel provar 7(2) (o
caso base) e 7(3) = 7 (4) = T(5) = 7 (6) = ... Apesar de a Unica implica¢io nao provada
ser 7 (2) = 7 (3), sua auséncia é suficiente para invalidar toda a prova. Para que a prova estivesse
correta, a veracidade de 7 (3) deveria ser atestada de alguma forma, o que é obviamente impossivel
nesse caso.

2.9.3 Numeros Binarios

O préximo teorema trata de uma classe de nimeros bindrios caracterizada pela restricao de que
dois digitos 1 sé podem aparecer consecutivamente se estiverem nas duas ultimas posicoes. Os
nimeros 0000 e 0011 e 1010101, por exemplo, pertencem a essa classe, enquanto os ntimeros 11000
e 010110011 nao. Seja B, a classe dos nimeros com n digitos que tém essa propriedade.

Conjectura Para todo n > 1, a classe B, contém exatamente 2" nimeros.

“Prova” Por indugdo em n. Quando n = 1, o teorema é verdadeiro: 0 e 1 sdo os Unicos nimeros
bindrios de um digito existentes e ambos atendem & restricio. Suponha que haja 2"~! nimeros
com n — 1 digitos na classe B,_1 (ou seja, |B,_1| = 2"~1). Devemos provar que isso implica a
existéncia de 2" nimeros na classe B,,. Seja s,_1 um nimero valido com n — 1 digitos. Pode-se
criar um ntmero com n digitos de duas diferentes maneiras a partir de s,,_1: adicionando um 0 ou
um 1 no final. Se o ntimero ja era valido, a adigado de um zero nao o invalidard, ja que as restrigoes
se aplicam apenas a digitos 1. Se for adicionado o digito 1 préximo e o niimero anterior ji terminar
em 1, serd formado o par 11. Mas como ele estd no final do novo nimero, isso nao é problema.
Portanto, para cada nimero de B,,_1 sera possivel criar dois niimeros em B,,, o que implica que
|By| = 2|Bp_1| =2-2771 =2n, a

Assim como no caso anterior, essa conjectura estd absolutamente incorreta e, portanto, também
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estd a sua “prova”’. O motivo é simples: a quantidade total de nimeros binarios com n digitos é
2™; uma classe restrita desses niimeros jamais poderia ter a mesma cardinalidade.

O problema nesse caso esta no passo indutivo. De fato, se for adicionado um digito 0 ao final de
um nuimero valido, o nimero resultante serd véalido. Quando o digito adicionado é 1, no entanto,
isso nem sempre € verdade. De fato, nao haverd problemas se o nimero original terminar em 0 ou
01, mas quando ele termina em 11 (o que é perfeitamente possivel) surgem complicagoes. O nimero
criado pela adigao de um novo 1 seria invélido, pois teria dois 1’s consecutivos na antepenultima
e pentltima posigoes.
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Capitulo 3

Projeto de Algoritmos e Inducao
Matematica

Este capitulo apresenta a relagao entre a prova de teoremas por indugao matemaética e o projeto
de algoritmos. De uma outra perspectiva, esta relacdo permite também demonstrar a corretude
de um algoritmo via a prova de um teorema por inducdao matemética. Assim, o método aqui
apresentado nao sé tem a importante fungao de auxiliar efetivamente a concepc¢ao de um algoritmo
para a resolugao de um problema especifico como também a de permitir a compreensao das razoes
pelas quais um algoritmo realmente encontra a solugao desejada para o problema em questao.

3.1 Problemas, Teoremas, Provas Indutivas e Algoritmos

3.1.1 Um Exemplo Simples
Considere o problema abaixo:

[MAX]Dado um conjunto E = {e1,e,...,e,} onde e¢; € Z, j = 1,...,n, deseja-se encontrar o
elemento de E de maior valor.

O teorema mais natural (existem outros, conforme veremos mais adiante no curso) a ser enun-
ciado para a resolugdo de [MAX] é o de que se sabe resolver uma instancia de [MAX] de um
tamanho determinado, o que pode ser sempre feito para qualquer problema cujas informacoes so-
bre a instancia possam ser especificas por um conjunto discreto. Deste modo, o teorema relacionado
a (MAX) para uma instancia de tamanho n, T'(n) é enunciado como se segue:

Teorema T(n): Sabe-se resolver [MAX] para |E| = n, para todo n, ou sejan =1,2,3,...
Vamos agora provar este teorema por induc¢ao matemaética simples:

Base Para n = 1, T(1) se resume a saber encontrar o maior elemente de um conjunto unitario
E ={e1}. Como e; é o tinico elemento, e; é também o maior elemento de E.

Passo Indutivo Precisamos provar que se sabemos encontrar o maior elemento de um conjunto
com n elementos (T'(n), nossa hipdtese), entao sabemos encontrar o maior elemento de um conjunto
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de n+1 elementos (T'(n+1)). Portanto, para E,, = {e1, ea, ..., e, } sabemos, por hipitese, encontrar
ipm, tal que e;,, é o maior elemento de FE,. Precisamos, entdao, demonstrar que a partir deste
conhecimento é possivel encontrar o maior elemento de E,, ;1. Para tal, basta neste caso argumentar
que tudo que é necessdrio fazer para se determinar o maior elemento de E, 1 = E, J{int1} é
comparar o maior elemento de E,, e;,,, com o novo elemento incorporado ao conjunto e,41. Se
e;,, for menor que e, este é o maior elemento de E, 1, caso contrario e;,, o sera.

Agora observe que a prova acima acaba de especificar um algoritmo para a resolucao de (MAX)
para um conjunto qualquer F de qualquer tamanho n. Este é obtido através da execugao dos passos
indutivos a partir do caso base até o tamanho de F, i.e. n. Em outras palavras, iremos resolver
T'(1) de acordo com a prova do caso base e, em seguida, ir aplicando o passo indutivo para obter
T(2) a partir de T'(1), T(3) a partir de T'(2), ..., até se obter T(n). Este algoritmo pode ser escrito
tanto de forma iterativa,

#define n 100
int E[n] ={ e_1, ..., e.n }
MAX_ITER(n)
{
int i, Tmax_elem[n], Tmax_index[n];
// Tmax_elem[i] contém o valor do maior elemento de
// E[i] = { e_1, ..., e_i }Tmax_index[i] contém o indice
// deste elemento.

// Caso Base
Tmax_elem[1] = E[1]; // Tmax_elem[i] ou Tmax_index[i] representam a
Tmax_index[1] = 1; // solugdo de (MAX) para n=i
// Passos indutivos
for(i=1; i<=n-1; i++) {

// Passo indutivo T(i) => T(i+1)

if( Tmax_elem[i] < E[i+1]) {

Tmax_elem[i+1] = E[i+1];

Tmax_index[i+1] = i+1;
}
else {
Tmax_elem[i+1] = Tmax_elem[i];
Tmax_index[i+1] = Tmax_index[i];
}

} // end for
// Solugdo do Problema
print( Valor do Maior Elemento: Tmax_elem[n], Indice: Tmax_index[n] );

}

como recursiva,

#define n 100
struct tmax {
int elem;
int index;
}
struct tmax MAX_REC( int ); // prototyte: para retornar dois valores
int E[n] = { e_1, ..., e_n };
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main()
{
struct tmax T;
T = MAX_REC ( n );
// Solugdo do Problema
print( Valor do Maior Elemento: T.elem, Indice: T.index );

}
struct tmax MAX_REC(int i)
{
struct tmax Ti, T;
if (i ==1){
// Caso Base
T.elem = E[1]; // T.elem ou T.index representam a solugfo de (MAX)
T.index = 1; // para n=i
return( T );
}
else {
// Passo indutivo T(i) => T(i+1)
Ti = MAX_REC (i-1);
if( Ti.elem < E[i] ) {
T.elem = E[i];
T.index = 1i;
}
else {
T.elem = Ti.elem;
T.index = Ti.index;
}
return(T);
}
}

neste texto, iremos priorizar a forma recursiva. Uma razao para esta escolha é a de que a forma
recursiva permite evidenciar mais claramente o teorema que estd sendo provado. Também, esta
forma, permite uma representagao mais clara no caso em que a prova por indugao forte é usada.
Vejamos entao a prova por indugao forte do teorema de que sabemos resolver (MAX) para todo n.
O caso base é o mesmo.

Passo Indutivo Precisamos provar que se sabemos encontrar o maior elemento de um conjunto
com menos de n elementos, (T(ng), ng < n, nossa hipdtese), entdo sabemos encontrar o maior
elemento de um conjunto de n elementos (T'(n)). Portanto, para E,; = {e1,e2,...,eén1} € Epa =
{e1,ea,...,en2}, nl < n, n2 < n e nl +n2 = n, sabemos, por hipGtese, encontrar iy € ipo
respectivamente o maior elemento de F,; e F,s3.

Precisamos, entao, demonstrar que a partir deste conhecimento é possivel encontrar o maior
elemento de F,. Como o maior dos maiores elementos de dois conjuntos é o maior elemento da
unido dos conjuntos, para se determinar o maior elemento de E,, = F,; |J En2 compara-se o maior
elemento de E,; com o de E,2, o maior elemento de E,, serd o maior entre e;,,, € €;,,,-

O algoritmo resultante desta prova particiona sucessivamente o conjunto corrente E,, (aquele
para o qual queremos resolver o problema (MAX)) em dois subconjuntos E,; e E,2, tais que
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En = EniUFEn2, Eni(En2 =0, Epy # 0 e Epa # 0 (caso contrério, ndo seria uma partigao),
garantindo que os subconjuntos tenham menos de n elementos. Este procedimento é repetido até
que um (ou os dois) subconjunto tenha apenas 1 elemento, i.e., quando se chega ao caso base.

#define n 100
struct tmax {

int elem;
int index;
}
struct tmax MAX_IND_FORTE( int , int );
int E[n] = { e_1, ..., e_n };
main ()
{

struct tmax T;

T = MAX_REC ( 1, n );

// Solugdo do Problema

print( Valor do Maior Elemento: T.elem, Indice: T.index );

}
struct tmax MAX_IND_FORTE(int inicio, int fim)
{
struct tmax T1, T2, T;
int meio;
if ( inicio == fim ){
// Caso Base
T.elem = E[inicio]; // T.elem ou T.index representam a solugio de
T.index = inicio; // (MAX) para n=i
return( T );
}
else {
// Passo indutivo T(nl), T(n2) => T(n)
meio = floor((inicio + fim)/2.);
T1 = MAX_IND_FORTE (inicio, meio);
T2 = MAX_IND_FORTE (meio + 1, fim);
if( Tl.elem > T2.elem ) {
T.elem = Tl.elem;
T.index = T1.index;
}
else {
T.elem = T2.elem;
T.index = T2.index;
}
return(T);
}
}

O método a ser seguido para o projeto de um algoritmo para um problema dado consiste em
seguir esta sequéncia de passos. O exemplos que seguem aplicam este método para diferentes
problemas.
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3.1.2 Classificagao em um Campeonato

[CLASS] Ao final um campeonato sem empates em que todos os n participantes jogam entre
si uma unica vez, determinar uma classificacdo (ordem) dos adversdrios tal que, para todo i €
{1,2,...,n — 1}, o participante p; vence p;;1.

O teorema correspondente a esse problema ja foi provado no capitulo 2. A tranformacao da
prova apresentada em algoritmo é imediata, conforme mostra a figura 3.1. No cddigo, a funcao
vence (p;,p;) tem valor verdadeiro se p; tiver vencido a partida contra pj; caso contrério, o valor
é falso.

01 procedure class (p, n) {
02 if (n=2){

03 if vence (p[2], p[1]) troca (p[1], p[2));
04 return;
05}

06 class (p, n — 1);
07 tmp < p|nl;

08 1 n;

09 while ((vence (tmp,p[i — 1])) and (i > 1)) do {
10 pli] «— pli — 1];

11 i i1

12 )

13 pli] — tmp;

14 3}

Figura 3.1: Determinacao da Classificacao dos Participantes de um Campeonato

3.1.3 Diagonais de um Poligono Convexo

[DIAGS] Dado um poligono convexo de n vértices (sempre numerados no sentido hordrio), enumere
todas as suas diagonais, identificadas pelos vértices em suas extremidades.

O teorema correspondente a esse problema é o seguinte:

Teorema FE possivel enumerar todas as diagonais de um poligono com k vértices numerados no
sentido hordrio, para todo k > 3.

Prova Por indugao simples. O caso base é o tridngulo (n = 3). Como tridngulos ndo possuem
diagonais, esse caso é trivial. Como hipdtese de induc@o, suponha que seja possivel enumerar
as diagonais de um poligono convexo com n = k — 1 vértices. Deseja-se provar que é possivel
enumerar as arestas de um poligono convexo Py com k vértices. Sejam wvi,v2,V3,...,U_1, Uk
os vértices desse poligono, de acordo com a numeragdo horaria. Crie um novo poligono Pj_;
composto pelos pontos vy, vs,v3,...,vx—1 (em outras palavras Py_; é criado a partir de Py pela
substiuicao das arestas vy_1v € vgpv1 pela aresta vg_jv1). Pr—1 é um poligono convexo com k — 1
vértices e todas as suas diagonais desse poligono sao também diagonais de Pj. Pela hipdtese
de indugao, é possivel fazer a enumeracao dessas diagonais. Para completar o conjunto, basta
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incluir explicitamente as diagonais de Py que nao fazem parte de Py_1: vg_1v1 (que é um lado de
Py._1, ndo uma diagonal) e as diagonais que tém v; (que ndo pertence a Pj_1) como extremidade

(V2Uk, V3V, V4V, . . ., Up—3Uk, Uk —2Vk ) O

3.1.4 Intersecao de Diagonais de um Poligono Convexo

[INTER] Dado um poligono convexo com n vértices (numerados no sentido hordrio), enumere todas
as intersecoes de pares de diagonais, identificadas pelas coordenadas dos vértices que determinam
as diagonais que se interceptam.

3.1.5 Bolas Distintas em Urnas Distintas

[UdBd] Dadas n bolas distintas e m urnas distintas, enumere todas as configuragoes que as bolas
nas urnas podem formar.

Teorema FE possivel enumerar todas as configuracoes possiveis para a distribuicdo de n bolas
distintas entre m urnas distintas.

Prova Por indugao simples em n. O caso base é n = 0. Existe uma tinica maneira de distribuir
zero bola em m urnas: deixar todas vazias. Considere, como hipétese de indugao, que seja possivel
obter a enumeracao de todas as configuragoes possiveis para a distribuicao de n = k — 1 bolas
distintas (k > 1) em m urnas distintas. Deseja-se provar que o mesmo é valido para n = k bolas
e m urnas. Seja b uma bola qualquer do conjunto de n bolas (a primeira delas, por exemplo).
Para cada urna w; (1 < i < m), haverd pelo menos uma configuragdo em que b é colocada em
u;. Portanto, para garantir que todas as configuracgoes sejam listadas, é necessario listar todas as
configuracoes em que b estd em w1, todas em que b estd em us e assim por diante. Considere o caso
genérico u;: desejamos listar todas as configuracoes em que b estd em w;. Isso pode ser feito pela
determinacao de todas as configuragoes possiveis para as k — 1 bolas restantes (nas m urnas) e pela
adigdo, em cada uma dessas configuracoes, da bola b & urna wu;. A enumeragdo de configuragoes
com k — 1 bolas em m urnas é possivel gragas a hipdtese de indugao. Como é necessario analisar
todas as m posicoes possiveis para b, é necessario aplicar a hipdtese de indugao m vezes. O

Dessa prova deriva imediatamente um algoritmo recursivo para enumerar todas as configuracoes
possiveis para n bolas distintas em m urnas distintas, mostrado na figura 3.2. Na primeira chamada
a essa rotina, a configuragdo C' (o segundo parametro de entrada) deve corresponder a m urnas
vazias.

3.1.6 Ordenagao

A criagdo de um algoritmo para um determinado problema P é feita em duas etapas, de acordo
com a técnica vista até aqui: num primeiro momento, elabora-se um teorema Tp a partir de P;
em seguida, a partir de uma prova indutiva de Tp cria-se um algoritmo (normalmente recursivo).
Assim sendo, o algoritmo resultante desse processo depende nao sé do teorema enunciado, mas
também da prova fornecida.
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01 procedure udbd (b, C, n, m) {

02 if (b>mn){

03 imprima a configuragao C

04 return;

05 }

06 for i — 1 tom do {

07 insira a bola b na urna i da configuragao C;
08 udbd (b+1, C, n, m);

09 retire a bola b da urna i da configuragao C
10 }

11}

Figura 3.2: Enumeragao das configuragoes para n bolas distintas em m urnas distintas

O proposito desta segao é justamente ilustrar como diferentes provas para o mesmo teorema
podem dar origem a algoritmos completamente distintos. Considere, por exemplo, o problema da
ordenacdo:

[ORD] Dada uma seqiiéncia o de n nidmeros reais, encontrar uma permutacao I de o em que os
elementos estejam em ordem nao-descrescente, ou seja, Iy <Ily < ... <Tl,.

O teorema que naturalmente deriva desse enunciado é o seguinte:

Teorema T'(n): E possivel resolver ORD para n = k, sendo k£ um inteiro positivo.

A seguir, apresentam-se trés possiveis provas para esse teorema e os trés algoritmos que delas
derivam. Para a apresentagao dos algoritmos, suponha que a seqiiéncia de entrada seja representada
como um vetor v de n posicoes; a notagdo v[i] representa o elemento na i-ésima posi¢ao do vetor,
sendo 1 < ¢ < k.

Prova (primeira versao) Por indugéo simples. O caso base é trivial: para n = 1, ndo ha o que
fazer; uma seqiiéncia de um elemento ja estd ordenada. Suponha, por hipétese de indugao, que
seja possivel ordenar uma seqiiéncia de n = k— 1 ntimeros. Deseja-se provar que é possivel ordenar
uma seqiiéncia de k numeros. Seja Si a seqiiéncia a ser ordenada e x o valor do dltimo elemento.
Se removermos z de Sk, teremos uma nova seqiiéncia, Si_1, de tamanho k& — 1. Pela hipdtese de
inducao, é possivel ordenar Si;i. Resta agora apenas inserir # na posi¢ao correta. Mas isso é
muito simples: basta percorrer a seqiiéncia Si_1 (j4 ordenada) do maior para o menor elemento e
inserir « imediatamente apds o primeiro elemento visitado cujo valor seja menor ou igual a z. Se
todos os elementos forem maiores que x, a insercao deverd ser feita antes da primeira posicao de
Si—1. Em qualquer dos casos, a seqiiéncia resultante terd os n da seqiiéncia original em ordem. O

Nessa prova, a operacao bésica realizada no passo indutivo é a inser¢do de um elemento em
sua posigao correta. Em vista disso, o algoritmo derivado a partir dessa prova é conhecido como
Insertion Sort. Sua versao recursiva é apresentada na figura 3.3.

Prova (segunda versao) Por indugao simples. O caso base (n = 1) ¢ trivial e idéntico ao da
primeira versao. Como hipétese de indugao, suponha que seja possivel ordenar uma seqiiéncia de
n = k — 1 nimeros, k > 1. Deseja-se provar que ordenar uma seqiiéncia Sy de n = k niimeros é
possivel. Isso pode ser feito da seguinte forma: dada a seqiiéncia Sy, encontre o elemento M de
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01 procedure insertionSort (v, n) {
02 if (n =1) return;

03 insertionSort (v, n — 1);

04 tmp — vln];

05 1 n;

06 while ((v[i — 1] > tmp) and (i > 1)) do {
07 v[i] — v[i —1;

08 1—1—1;

09 1

10 v[i] — tmp;

11}

Figura 3.3: Insertion Sort

maior valor (isso pode ser feito utilizando o algoritmo descrito na se¢ao ?7?). Seja i a posi¢ao na
seqiiéncia em que M se encontra (1 < ¢ < k). Se i # k, troque M com o elemento da k-ésima
posicao do vetor. Feito isso, garante-se que M estard em sua posicao definitiva. Para garantir a
ordenacao de toda a seqiiéncia, resta apenas ordenar seus k — 1 primeiros elementos. Isso pode ser
feito aplicando-se a hipotese de inducéo. O

Repare que a tnica diferenca entre essa prova e a anterior estd no passo indutivo. Na primeira
versao, retira-se da seqiiéncia de tamanho k um elemento cuja posicao final é desconhecida. Apéds
a aplicacao da hipotese de indugao, insere-se o elemento no trecho ordenado da seqiiéncia. Na
segunda versao, o elemento descartado é cuidadosamente escolhido: trata-se do maior elemento da
seqiliéncia, destinado a estar na ultima posigdo do vetor. Apds a aplicacdo da hipdtese de indugao,
nada mais hé a fazer. Como a atividade bésica executada no passo indutivo é a sele¢cdo do maior
elemento, o algoritmo resultante da segunda versdo da prova recebe o nome de Selection Sort. A
versao recursiva do algoritmo é apresentada na figura 3.4.

01 procedure selectionSort (v, n) {
02 if (n =1) return;

03 mazx +— 1;

04 for i — 2 ton do {

05 if (v[i] > vimaz]) max — i
06}

07 tmp «— v[mazl;

08 v[maz] — v[n];

09 v[n] — tmp;

10 selectionSort (v, n — 1);

11 }

Figura 3.4: Selection Sort

Prova (terceira versao) Por inducdo forte. Como nos casos anteriores, o caso base é trivial:
uma seqiiéncia com um dnico elemento (n = 1) ji estd ordenada. Considere, como hipdtese de
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indugao, que seja possivel ordenar uma seqiiéncia com n elementos, sendo n < k e k > 1. Deseja-se
provar que é possivel ordenar uma seqiiéncia de k elementos. Considere a seguinte estratégia:
particione a seqiiéncia em duas subseqiiéncias, uma formada pelos [k/2] primeiros elementos e a
outra pelos |k/2] ltimos. Como as duas subseqiiéncias tém tamanho menor que k, a hipdtese
de indugao garante que é possivel ordenar cada uma delas separadamente. Uma vez feito isso,
a sequiéncia original nao estara ordenada, mas estara dividida em duas subseqiiéncias ordenadas.
Para ordend-la completamente, basta intercalar as duas subseqiiéncias. O

Esse prova corresponde a um algoritmo um tanto mais complexo que os anteriomente apresen-
tados. Em lugar de resolver um subproblema de menor tamanho, sdo resolvidos dois. O passo
indutivo envolve uma operagao que parece mais complexa que a simples selecao ou inser¢ao de um
elemento: a intercalagao de duas subseqiiéncias. Entretanto, conforme se verd no capitulo 77, esse
método de ordenagao (que recebe o nome de Mergesort) é em geral mais eficiente que Insertion
Sort e Selection Sort.

01 procedure mergeSort (v, left, right) {
02 if (left = right) return;

03 middle |(right + left)/2];

04 mergeSort (v, left, middle);

05 mergeSort (v, middle + 1, right);

06 intercala (v, left, middle, right);

07 1

Figura 3.5: Mergesort

Exercicios

1. Um dos métodos de ordenacao mais utilizados, o quicksort, nao foi apresentado no texto.
Descubra como funciona esse algoritmo e elabore uma prova indutiva do teorema apresentado
na secao 3.1.6 que leva naturalmente ao quicksort.

2. Apresente as versoes iterativas dos algoritmos de ordenac@o por insergao (insertion sort) e
selegdo (selection sort).

3. Apresente uma versao iterativa do algoritmo mergesort. Certifique-se de que ela funciona
para vetores de qualquer tamanho.
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Capitulo 4

Grafos e Algoritmos via Inducao

Este capitulo se concentra nos algoritmos fundamentais sobre grafos, um estrutura discreta de
importancia decisiva na representacao e tratamento de inimeros problemas relacionados a areas
como topologia, 1égica e teoria dos ntimeros, entre outras.

4.1 Definicoes Basicas

Definicao Um grafo G consiste de um conjunto suporte V.= 1{1,2,...,n} de vértices (ou nds) e um
conjunto de pares de elementos de V, E = {(i1,71), (i2,72), - -, (im,Jm)}. Estes pares sao chama-
dos de arestas ou arcos e representam uma ligagdo entre os vértices iy, e ji para k =1,2,... m.

Assim, V' e E determinam o grafo G, denotado por G = (V, E).

Definicao Um grafo G = (V, E) € dito orientado se em E os elementos (v,w) e (w,v) sao
considerados diferentes. O primeiro representa uma liga¢do de v para w e o sequndo de w para v.
Em grafos orientados, os elementos de E sdo mais frequentemente chamados de arcos.

Definicao Um grafo G = (V, E) € dito nao-orientado se em E os elementos (v,w) e (w,v) sGo
considerados iguais (em E aparece apenas um deles). Nesse caso, ambos representam uma liga¢ao
entre v e w. Em grafos nao-orientados, normalmente € utilizado o termo aresta para denotar cada
um dos elementos de E.

Todo grafo ndo-orientado G = (V, E) pode ser representado por um grafo orientado G = (V, E’),
sendo E’ tal que E' = {(u,w), (w,u)|(u, w) € E}. Cada aresta de um grafo ndo-orientado equivale
a dois arcos orientados, cada um deles ligando o par de vértices em um sentido.

Definicao Um caminho P de s a t em um grafo G = (V,E) é uma sequéncia de vértices
8,491,792, ... ,0p—1,¢t tal que (s,i1) € E, (ig,ig+1) € E, ¢ = 1,2,...,k — 2, e (ix_1,t) € E. Este
caminho P possui k arestas ou arcos.

Definicao Um grafo G = (V, E) € dito conexo se e somente se para todo par de vértices s,t € V
existe caminho de s para t no grafo nao-orientado G’ correspondente a G.
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4.2 Caminhos Eulerianos

Definicao Um caminho euleriano em um grafo G = (V, E) é um caminho fechado em que cada
uma das arestas de G ocorre exatamente um vez.

Teorema Um grafo conexo nao-orientado conterd um caminho euleriano se e somente se todos
08 seus vértices tiverem grau par.

Prova Observe que esse é um teorema do tipo “se e somente se”. Assim sendo, devem ser
provadas, na verdade, duas proposigoes.

Lema (Necessidade) Um grafo conexo nao-orientado conterd um caminho euleriano
somente se todos os seus vértices tiverem grau par.

Prova Deve-se provar que é necessdrio que todos os vértices de um grafo que contém
um ciclo euleriano tenham grau par. A prova é por contradigao. Suponha que exista
um grafo G = (V, E) que contém um ciclo euleriano e pelo menos um vértice v € V
de grau impar. Como zero é par, ha pelo menos uma aresta incidente nesse vértice, o
que significa que o caminho euleriano obrigatoriamente passa por ele. Como o caminho
euleriano é fechado, é possivel percorrer todas as arestas do grafo a partir de v e retornar
a esse vértice sem passar por nenhuma aresta mais de uma vez. Para evitar repeticao,
suponha que, & medida que vao sendo visitadas, as arestas sejam marcadas. Como
o caminho parte de v, alguma das arestas serd marcada na saida. Como o caminho
é fechado, obrigatoriamente deve haver uma outra aresta incidente em v pela qual se
retornard a esse vértice (essa aresta também serd marcada nesse ponto). Assim, sempre
que estivermos em v, o nimero de arestas incidentes nao marcadas serd impar; a cada
visita, esse nimero é reduzido em exatamente duas arestas. Como o grau de v ¢ finito,
em algum momento estarfamos em v e haveria apenas uma aresta nao marcada. Se ela
fosse utilizada, nao haveria por onde voltar a v para que o caminho fosse fechado, o
que é uma contradicao. Portanto, todos os vértices do grafo devem ter grau par. O

Lema (Suficiéncia) Um grafo conexo nao-orientado conterd um caminho euleriano se
todos 0s seus vértices tiverem grau par.

Prova Um grafo conexo G em que todos os vértices tém grau par obrigatoriamente
contém um ciclo (se nao contivesse, haveria pelo menos um né de grau um). A prova
serd feita justamente por indugao forte em ¢, o ntimero de ciclos (¢ inclui todos os ciclos,
disjuntos ou nao).

O caso base é ¢ = 1. Se um grafo conexo em que todos os vértices tém grau par
contiver um unico ciclo C, todas as suas arestas estarao nele. Se isso nao fosse verdade,
a retirada desse ciclo Uinico provocaria a formagao de pelo menos uma arvore, que tem
no minimo um vértice de grau 1. Como a retirada de um ciclo nao altera a paridade
dos nés do grafo (diminui em exatamente duas unidades — um ntmero par — o grau
de cada vértice envolvido), isso significaria que o grafo original teria pelo menos um né
de grau fmpar, o que é uma contradigao. Portanto, C' contém todas as arestas do grafo
e forma um circuito euleriano.
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Como hipdtese de indugao, suponha que seja possivel encontrar um caminho eu-
leriano em um grafo conexo com ¢ < k (k > 1) ciclos. Seja G = (V, E) um grafo
conexo com exatamente k ciclos. Retire desse grafo C, um ciclo qualquer (existe pelo
menos um), formando o grafo G’. Devem ser removidos tanto as arestas de C' quanto
os vértices que tiverem grau 2 (vértices de grau maior serdo preservados). Todos os
vértices de G’ terdo grau par, ja que sua paridade nao é alterada pela remocao de um
ciclo. E possivel que G’ tenha uma ou mais componentes conexas, todas elas com pelo
menos um par de arestas e menos de k ciclos. Seja m o nimero de componentes conexas
formadas. Pela hipdtese de inducao, cada uma dessas componentes possui um caminho
euleriano. Sejam eles C1,Cs,...,C,,. Para construir um caminho euleriano em G,
basta unir C' aos caminhos eulerianos de C1,Cs, ..., Cy,. Isso pode ser feito de forma
relativamente simples. Percorre-se C' a partir de um vértice qualquer e seguindo um
sentido arbitrariamente escolhido. A cada vértice v visitado, verifica-se se ele também
faz parte de algum outro caminho eulerianos ainda nao percorrido. Digamos que ele
faga parte de C;. Percorre-se todo o caminho C; e retorna-se a v (isso é sempre possivel,
j& que o caminho é fechado). Nesse momento, C; deve ser marcado como visitado. A
operagao se repete até que todos os caminhos ainda nao visitados que passam por v
sejam percorridos. Ao final desse processo, avanca-se para o vértice seguinte de C.
Quando todos os vértices de C' tiverem sido percorridos, todas as arestas de G terao
sido visitadas uma tunica vez, o que caracteriza o caminho euleriano. O

Devidamente provados, os dois lemas sao suficientes para garantir que o teorema esta correto. O

4.3 Busca em Grafos

4.3.1 Busca em Largura

Definicao Seja G = (V, E) um grafo nao-orientado e v,w € V dois de seus vértices. Diz-se que
w pertence o k-ésima vizinhanca de v se o caminho com numero minimo de arestas entre v e w
contiver exatamente k arestas.

Observe que a definicao de vizinhanga leva em conta o menor caminho entre v e w. Se houver
mais de um caminho entre os dois vértices (como é comum que ocorra), o que determinard em
qual vizinhancga w estara é aquele como o menor nimero de arestas. Observe ainda que, se o grafo
possuir |V| vértices, haverd no méximo |V| — 1 vizinhancas (por qué?).

Teorema Dado um grafo conexo nao-orientado G = (V, E) e um vértice s € V, € possivel visitar
todos os vértices até a n-ésima vizinhanca de s, sendon=1,...,|V]|—1.

Prova Por indugdo em n. O case base é n = 1. A primeira vizinhanga de um né é composta
por todos os seus vizinhos. Basta, portanto, visitd-los. Suponha, como hipétese de indugao, que
o teorema seja valido para n = k (k > 1), ou seja, que seja possivel visitar todos os nds até a
k-ésima vizinhanca de s. Deseja-se provar que o teorema ¢é véalido para n = k + 1, ou seja, que é
possivel visitar todos os nds cuja distancia minima a s (em ndmero de arestas) é menor ou igual
a k+ 1. Seja w um vértice da k + 1-ésima vizinhanca de v. Por defini¢ao, existe um caminho
P, com exatamente k + 1 arestas entre w e s. Partindo de w, seja w’ o segundo vértice desse
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caminho (o primeiro é o préprio w). O caminho minimo de w’ a s tem exatamente k arestas,
todas as do caminho P, exceto (w,w’), o que significa que w’ pertence & k-ésima vizinhanga de
v. Assim, qualquer vértice da k + 1-ésima vizinhanca tem um vizinho da k-ésima vizinhanca.
Portanto, para percorrer todos os vértices da k + 1-ésima vizinhanca, basta visitar os vértices até
a k-ésima vizinhanca (o que a hipdtese de inducdo garante ser possivel) e, em seguida, visitar
todos os vértices ainda nao visitados adjacentes aos da k-ésima vizinhanca. Repare que apenas os
vértices da k + 1-ésima vizinhanga serao visitados nesse momento: vértices mais préoximos de v ja
terao sido visitados (de acordo com a hipétese de indugio) e vértices de vizinhancas mais distantes
nao podem, por defini¢ao, ser vizinhos de vértices de k-ésima vizinhanca. O

A estratégia de busca em grafos baseada nesse teorema é denominada busca em largura, ja que
a visitacao é feita em camadas sucessivas.

4.3.2 Busca em Profundidade

Teorema Dado um grafo conexo nao-orientado G = (V, E), sendo |V| = n, € possivel percorrer
todos os seus vértices.

Prova Por indugao forte em n. O caso base é n = 1: se o grafo tiver um tnico vértice, basta
marca-lo como visitado para completar a busca. Suponha, como hipétese de inducao, que seja
possivel visitar todos os vértices de um grafo com n < k, k£ > 1. Deseja-se provar que o mesmo é
vélido para n = k+1. Seja v um vértice desse grafo. Visite-o. Sejam {v1,va, ..., vy} 08 vértices da
vizinhanca de v e {e1,ea,..., e} as arestas que ligam v a cada um deles. Se essas arestas forem
temporariamente removidas, o grafo original serd decomposto em duas ou mais componentes:
uma delas conterd o vértice v isoladamente e as demais, os vértices restantes. Nenhuma dessas
componentes pode ter mais de k vértices. E possivel, portanto, aplicar a hipétese de indugao sobre
cada uma delas. Inicialmente, percorre-se a componente que contém vy (0 que a hipdtese de indugao
garante ser possivel). Em seguida, percorre-se a que contém ve, depois vs e assim sucessivamente,
até v,,. Como dois ou mais desses vértices podem pertencer & mesma componente, deve-se testar
se cada um deles ja foi vistado antes de se aplicar a hipétese de indugao. Para vy, a aplicacao
serd sempre necessaria; para os demais vizinhos, nem sempre. Independentemente do ntimero de
aplicagoes da hipdtese de indugao, garante-se que serao vistados todos os vértices que ainda nao o
tiverem sido. |

A estratégia de busca baseada nessa é comumente denominada de busca em profundidade. Em
lugar de se percorrerem inicialmente os vizinhos mais préximos da raiz (como se faz na busca em
largura), percorrem-se todos os vértices alcangdveis a partir de um vizinho antes de se visitar o
seguinte.

4.4 Caminhos Minimos

4.4.1 Arestas com Custos Positivos

Teorema Seja G = (V, E) um grafo nao-orientado ponderado (com pesos positivos) e s € V um
de seus vértices. E possivel encontrar o p-ésimo vértice mais préximo de s, sendo 1 < p <n —1,
bem como o valor de sua distancia a s (d(s)).
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Prova Por indugao forte em p. O caso base é p = 1: é possivel encontrar o vértice mais préximo
de s. Seja emin = (8,8') a aresta incidente em s que tem peso minimo. O vértice mais préximo
de s é justamente s; = s’, a outra extremidade da aresta, e a distdncia d(s;) é dada pelo peso
da aresta ep,;,. Nenhum outro vértice v do grafo pode estar mais préximo de s, pois qualquer
caminho de s a v obrigatoriamente passa por uma das arestas incidentes em s. Como os custos
sao0 positivos, isso significa que o custo do caminho é pelo menos igual ao peso de €,,ip.

Como hipétese de indugao, suponha que o teorema seja valido para p = k — 1, ou seja, que seja
possivel determinar os k — 1 vértices mais préoximos de s, bem como as respectivas distancias. Seja
Sk—1 = {s = s0,81,82,...,8,} 0 conjunto dos vértices mais préximos e d(sg),d(s1),...,d(sn) as
respectivas distancias a s.

Considere o caso n = k. Seja s 0 k-ésimo vértice mais préximo de s (justamente o vértice
que se deseja determinar). O caminho mais curto entre s e s (P, ) é formado apenas por um
subconjunto dos k — 1 vértices mais préximos de s, além do préprio s e de s;. (Se algum outro
vértice u nao pertencente a Si_1 fizesse parte desse caminho, ele estaria mais préximo de s que
o préprio sk, que, dessa forma, ndo poderia ser o k-ésimo vértice mais préximo.) Considerando o
caminho P,
sk a s serd igual & distancia de s a s’ somada ao peso da aresta (s, sp).

Uma vez estabelecidas as propriedades de si, é possivel determinar exatamente qual é esse

no sentido de sy, para s, seja s’ seu segundo vértice (o vizinho de si). A distancia de

vértice. Pela hipotese de inducao, é possivel determinar o conjunto Si_; e as distancias de cada
um de seus elementos a s. Pelos motivos ja expostos, apenas os vértices que sao vizinhos de pelo
menos um vértice de Si_; sao candidatos a ser s, o k-ésimo vértice mais distante de s. Seja
Cr ={c1,c2,...,cn}(m > 1) alista de candidatos. Para cada vértice ¢; € Cy, pode-se determinar
sua distncia a s passando apenas por vértices de Si_1, denotada por di(c;) da seguinte forma:
para cada vizinho s; (0 < j < k) de ¢; pertencente a Si_1, determina-se a soma de d(s;) com o
custo da aresta (s;,¢;). A distancia de ¢; a s serd o minimo entre os valores obtidos para todos os
vizinhos testados. O vértice s, por sua vez, serd o vértice ¢; € Cj para o qual di(c;) tem valor
minimo. A distancia d(sg) serd igual a di(c;). O

4.5 Arvore Geradora Minima

4.5.1 Arvores e Florestas

Definicao Uma arvore € um grafo aciclico, nao-orientado e conexo.
Definicao Uma floresta € um grafo aciclico e nao-orientado (ndo necessariamente conexo).

Defini¢do Dado um grafo G = (V, E), diz-se que um grafo G' = (V', E’) é um subgrafo de G se
e somente se V' CV e B/ CFE.

Definicao Seja G = (V, E) um grafo nao-orientado. Uma drvore geradora A = (V' E') de G €
um subgrafo aciclico e conexo que contém todos os vértices de G.

Teorema Qualquer drvore geradora de um grafo G = (V,E), sendo |V| = n, tem exatamente
n — 1 arestas.
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Prova Por indugao em n. O caso base, n = 1, é trivial. A arvore terd exatamente um né e
nenhuma aresta. Como hipétese de indugao, suponha que o teroma seja vélido paran =k, k > 1:
uma arvore com k vértices tera exatamente k — 1 arestas. Deseja-se provar que o teorema é vélido
para n = k + 1, ou seja, que uma arvore geradora de um grafo com k + 1 nods terd exatamente k
arestas. Seja A uma drvore geradora qualquer com k + 1 vértices e seja |F 4| o nimero de arestas
em A. Como k < 1, A deve possuir pelo menos uma aresta para que seja conexo (i.e., |[E4| > 1).
Seja e = (v,w) uma aresta qualquer de A. “Contraia” essa aresta, ou seja, faga com que suas
extremidades, v e w, tornem-se um tnico né. Como resultado, teremos uma nova arvore A’ com
k nés e |[E4| — 1 arestas. Pela hipdtese de inducao, qualquer drvore com k nés possui exatamente
k — 1 arestas; isso significa que |E4| — 1 =k — 1 e, portanto, |E4| = k. m]

Definicao Seja G = (V, E) um grafo nao-orientado ponderado. Uma &rvore geradora minima
A= (V' E") de G é um subgrafo de G aciclico e conexo que contém todos os seus vértices a tal
que a soma dos pesos de suas arestas seja minima.

4.5.2 Algoritmo de Kruskal

Uma das maneiras de se encontrar a arvore geradora minima de um grafo é a através de um
algoritmo baseado no seguinte teorema:

Teorema Sabe-se encontrar uma floresta F = (V,W) contendo a arestas, i.e., |W| = a, cuja
soma de suas arestas € minima.

Esse teorema é suficiente porque a arvore geradora minima nada mais é que uma floresta minima
com |V| — 1 arestas. Portanto, para obter a drvore, basta fazer a = |V| — 1 no algoritmo derivado
do teorema acima. O algoritmo pode ser obtido da seguinte prova:

Prova Por indugdo em a, o nimero de arestas. O caso base, a = 0, é trivial. Sendo o nimero de
vértices fixo, existe uma tnica floresta com nenhuma aresta e ela tem peso zero. Como hipétese de
inducgao, suponha que seja possivel encontrar uma floresta de peso minimo com a = k — 1 arestas,
1 <k < |V|. Deseja-se provar que o teorema ¢é também verdadeiro para a = k. Para isso, utiliza-se
o seguinte lema:

Lema Uma aresta de peso minimo e de um grafo estard em pelo menos uma floresta
com uma ou Mmais arestas.

Prova Por contradigao. Suponha que e nao esteja em nenhuma floresta minima. Se
inserirmos e em uma dessas florestas, podem ocorrer duas situagoes:

1. cria-se um ciclo no grafo: nesse caso, basta retirar qualquer outra aresta do ciclo
para criar uma floresta de custo menor ou igual & original;

2. nao se cria um ciclo: esse caso é ainda mais simples, pois a retirada de qualquer
aresta da floresta gerard uma solugao de custo nao superior ao original;

Repare que, em qualquer dos casos, a adigao de e cria uma floresta de custo inferior
ou igual a uma floresta de peso minimo, o que contradiz a afirmagao de que nenhuma
floresta de peso minimo contém e. O
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Uma vez estabelecido esse lema, pode-se aplicar o passo indutivo. Dado um grafo G = (V, E),
cria-se um grafo G’ = (V’, E’) formado a partir da contragido das extermidades de uma aresta de
peso minimo e em um tunico vértice. Em outras palavras, se e = (v,w), os vértices v e w sdo
substituidos por um novo vértice u e todas as arestas incidentes em v ¢ w (com excegao da prépria
aresta e e possiveis arestas paralelas a ela) passam a ser incidentes em u, mantendo seus pesos
originais e a outra extremidade. A floresta que se deseja construir conterd a aresta e mais k — 1
arestas do grafo G’, que podem ser encontradas aplicando-se a hipétese de indugdo. Se alguma
das arestas adicionadas pela aplicacao da hipétese de inducao for adjacente ao vértice u, basta
substitui-la por sua versao original, adjacente a v ou w. O

Dessa prova indutiva, deriva-se o algoritmo apresentado na figura 4.1. Ele recebe o nome de
Algoritmo de Kruskal, numa referéncia a quem primeiro o descreveu.

01 function kruskal (G): graph {
02 W = 0; /*lista de arestas da floresta inicialmente vazia*/
03 for i —1to |V|—1do{
04 selecione e € ' — W com menor peso tal que
F = (V,W U {e}) NAO contenha ciclos; /*F: floresta*/
05 W — WU {e);
06 }
07 return F = (V,W);
08 }

Figura 4.1: Algoritmo de Kruskal

O algoritmo é apresentado em sua versao iterativa.

Arvore Geradora Maxima O algoritmo para a arvore geradora minima e sua prova de cor-
retude podem ser facilmente adaptados para construir a arvore geradora maxima. No caso do
algoritmo, a modificagao é trivial. Basta mudar o critério de ordenagao de E na linha 3 da figura
4.1. As arestas devem ser analisadas na ordem nao-crescente (da maior para a menor). Para provar
que essa estratégia é correta, basta provar o seguinte teorema:

Teorema Sabe-se encontrar uma floresta F = (V,W) contendo a arestas (i.e., |[W| = a) cuja
soma dos pesos de suas arestas € mdxima.

O teorema é semelhante ao apresentado para o caso da arvore geradora minima; sua prova
também é essencialmente a mesma. A tnica diferenca estd no lema utilizado, que deve tratar da
aresta de peso mdzrimo em lugar da aresta de peso minimo. Uma prova por contradicao idéntica
a anterior, substituindo-se todas as ocorréncias de “maximo” por “minimo” e “superior” por “in-
ferior” é perfeitamente valida.

4.5.3 Algoritmo de Prim

Teorema Seja G = (V, E) um grafo ponderado nao-orientado e s € V. um vértice qualquer desse
grafo. E possivel encontrar uma drvore com a arestas que contém s e € um subgrafo de uma drvore
geradora minima de G.
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Prova Por indugao simples em a. O caso base, a = 0, é trivial. Uma arvore contendo apenas
o vértice s possui zero aresta e é um subgrafo de qualquer arvore geradora de G. Como hipétese
de indugdo, suponha que o teorema seja vélido para a = k — 1 arestas (0 < k < n). Deseja-se
provar que o teorema é valido para a = k, ou seja, que é possivel encontrar uma arvore Ay com
k arestas que contém s e é um subgrafo de uma arvore minima de G. Pela hipétese de indugao,
sabe-se encontrar uma arvore Ax_1 com k — 1 arestas que contém s e é um subgrafo de uma arvore
minima de G. Para encontrar Ay, basta adicionar a A;_; uma aresta que garantidamente pertenca
a uma arvore minima de G. Seja S;_1 o conjunto dos vértices em Ap_1, Sy_1 =V — Sk_1 e E; 0o
conjunto de arestas que ligam vértices de Si_1 a vértices de Sp_1.

Lema Seja e, = (v,w) a aresta de peso minimo de Ej. Essa aresta pertece a uma
arvore geradora de peso minimo de G.

Prova Por contradigdo. Suponha que e€,,;, = (v,w) néo pertenga a nenhuma &rvore
minima de G. Seja A uma arvore minima qualquer de G. Como A é geradora, existe
um caminho em A entre v e w. Como v € Si_1 e w € Si_1, existe uma aresta f nesse
caminho que liga um vértice de S,_; a um vértice de Si_1. Por hipétese, seu peso
nao pode ser menor que o de e,;,. Portanto, se f for substituida por e,,;,, teremos
uma nova arvore A’ que contém e,,;, e cujo custo nao é superior ao de A, o que é uma
contradicgao. |

Esse lema garante que a aresta de peso minimo de Ej, pode ser adicionada a Aj_1 para formar
Ay, o0 que completa o passo indutivo. O

Observe que esse teorema é suficiente para garantir que a arvore geradora minima de um grafo
pode ser calculada. Afinal, quando a = |V| — 1, o subgrafo mencionado no teorema é a prépria
arvore geradora. O algoritmo derivado dessa prova indutiva é conhecido como Algoritmo de Prim.

4.6 Girth

Definicdo O girth de um grafo orientado e ponderado (com pesos positivos, negativos ou nulos)
G = (V,E) € definido como o peso do ciclo orientado de peso minimo em G.

Para determinar o valor de girth (G) para um grafo G qualquer, é suficiente provar o seguinte
teorema:

Teorema Seja G = (V,E) um grafo orientado e ponderado, e seja V. = {v1,v,v3,...,0,}.
Para todo par ordenado de vértices (v;,v;) € V x V, é possivel encontrar o caminho de com-
primento minimo entre v; e v; que utiliza como vértices intermedidrios apenas elementos de
Vp = {v1,v2,...,0p}, sendo 0 <p <n (Vo =0).

Seja dp (i, j) a distancia minima entre v; e v; (1 < 4,7 < n) usando com vértices intermediarios
apenas elementos de V,. O valor de girth (G) é simplesmente o valor de min; d,(,4), sendo
1 €{1,2,...,n}. Portanto, se for provado o teorema acima, estard provado o fato de que se sabe
encontrar o girth de um grafo qualquer. A prova é apresentada a seguir.

Prova Por indugdo em p. O caso base é p = 0: consideram-se apenas os caminhos diretos,
que nao utilizam vértice algum como intermedidrio. Dado um par ordenado (v;,v;), define-se
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do(i,7) = c(i,7), se existir a aresta (v;,v;) (c(Z,7) é o custo dessa aresta), ou do(i,7) = oo, caso
contrario.

Suponha, como hipétese de inducao, que o teorema seja véalido para p = k — 1, sendo k£ > 1:
sabe-se calcular o valor de di_1(Z,j) para todos os pares de vértices (v;,v;) € V x V. Deseja-se
provar que o teorema é valido para p = k, ou seja, que é possivel calcular as distancias entre todos
os vértices pares de vértices utilizando-se como néds intermedidrios apenas os nés de Vi. A hipdtese
de indugao garante ser possivel calcular essas distancias restritas aos caminhos que utilizam os
vértices Vi_1. Como Vi1 C Vi, as distancias assim obtidas serdo um limite superior para as
distancias minimas usando vértices de V. Em alguns casos, pode ser interessante utilizar também
o vértice v, 0 tinico nao considerado na aplicagao da hipdtese de inducao. Seja um par ordenado de
vértices (v;,vj) qualquer. A maneira mais eficiente de se utilizar o vértice v, no caminho minimo
entre v; e v; é percorrendo o caminho minimo conhecido entre v; e v; e, em seguida, o caminho
minimo entre v; e v;. Como ambos os “subcaminhos” utilizam apenas os & — 1 primeiros vértices,
seus comprimentos ja terao sido determinados pela aplicacao da hipétese de indugao. O valor de
di(i,7) serd simplesmente o minimo entre o caminho que néo utiliza vg (fornecido diretamente
pela aplicagao da hipdtese de indugdo) e o que o utiliza (calculado a partir de dois componentes
também originados da hipé6tese de indugao):

dk(i,j) e min{dk_l(i,j), dk_l(i, k) + dk_l(k,j)}.
Od

Essa prova trata sem problemas o caso de grafos com arestas de custo negativo. Entretanto, se o
grafo possuir também circuitos de custo negativo, deixa de fazer sentido a propria nocao de circuito
de custo minimo, ji que um circuito simples de peso negativo pode ser percorrido diversas vezes
para que se crie um caminho de comprimento arbitrariamente pequeno. Circuitos de peso negativo
podem ser detectados se, no algoritmo resultante desse prova, o valor de d,(i,%) for negativo para
algum p € {0,1,2,...,n} ealgum i € {1,2,...,n}. Trata-se de um caso especial do problema.

O algoritmo completo (incluindo o tratamento desse caso especial) é apresentado na figura 4.2.

4.7 Particao

O problema da particaio de um conjunto de objetos em dois conjuntos pode ser enunciado da
seguinte forma:

Dado um conjunto de n objetos O = {01,042, ...,0,} de valores inteiros v; (1 <i<n),
dividi-lo em dois grupos G1 e Ga de forma que a diferenca entre os valores dos objetos
em cada grupo seja minima.

O seguinte teorema pode ser obtido diretamente a partir desse enunciado:

Teorema Sabe-se encontrar uma atribui¢ao de objetos a Gy e Gy com diferenca minima para um
conjunto O com n objetos.

E facil perceber que uma prova por indugao simples desse teorema pode envolver uma completa
redistribuigao dos objetos no passo indutivo. Considere um exemplo muito simples, com quatro
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01 function girth (G): integer {

02 /*inicializacao* |

03 for i — 1 to |V]| do {

04 for j — 1to |V|do{

05 if ((4,5) € E) {

06 (i, ) — cli, )

07 if (i =7) and (d(¢,7) < 0)) return —oo; /*ciclo negativo*/
08 }

09 else d(i,j) « oo;

10 }

11 }

12 /*caminhos minimos™*/

13 for k — 1 to |V]| do {

14 for i — 1 to |V] do {

15 for j — 1to |V|do{

16 i (d(i,) > d(i, k) +d(k, 7)) {
17 d(i,g) « d(i, k) + d(k, j);
18 if ((i =7) and (d(4,7) < 0)) return —oo; /*ciclo negativo*/
19 }

20 }

21 }

22 }

23 /*calculo do girth*/

24 girth < oo;

25 for i — 1 to |V| do {

26 if (d(i,4) < girth) girth — d(i,7);

27 }

28 return girth;

2 }

Figura 4.2: Algoritmo para [GIRTH]

objetos cujos pesos sao 1, 2, 3 e 4. Uma solugao 6tima para os trés primeiros objetos seria
G1 = {1,2} e Gy = {3} (para tornar mais simples a notagao, cada objeto estd representado por
seu peso). Quando se adiciona o quarto objeto, os conjuntos sado rearranjados: G; = {1,4} e
Go = {2,3}. Se o quarto objeto tivesse peso 7, uma solugao seria G; = {1,2,3} e Gy = {7}. De
forma geral, a organizagao obtida para os trés primeiros objetos pode nao ter relagao alguma com
a solugao obtida para quatro objetos.

Uma solugao para esse problema é reforcar a hipétese de inducao.

Teorema Dado um conjunto de objetos O = {01,09,...,0,} de valores v; positivos, € possivel
encontrar todas as possiveis subdivisoes desse conjunto em dois grupos G e Gs.

Observe que, se forem conhecidas todas as subdivisdes em dois subconjuntos, basta percorré-las
para determinar a mais equilibrada.
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E possivel simplificar o problema por meio de uma simples observacao. Na verdade, o problema
se resume a encontrar a encontrar apenas um dos grupos (G1, por exemplo), j& que o outro estard
automaticamente determinado (deverd conter todos os objetos restantes). Assim pode-se assumir
que o grupo G serd sempre o grupo com objetos cuja soma possui menor valor, e o problema se
resume em descobrir se é possivel escolher objetos cuja somas é 0,1,..., |V, /2], sendo |V, /2] o
maior valor inteiro cuja soma é inferior ou igual a soma dos valores de todos os objetos dividida
por 2. Logo, o maior valor entre 0, 1,. .., |V, /2] para o qual for possivel encontrar um subconjunto
de O com tal soma sera o que levard a diferenga minima.

O fato de que os valores dos objetos sao inteiros permite enunciar um novo teorema.

Teorema Seja O = {01, 02,...,0K} um conjunto de objetos de valores v;, i =1,2,..., K. Para
cada valor inteiro x € {0,1,...,|V,/2]|}, sabe-se determinar se existe ou nao um subconjunto de
O cuja soma vale x.

Prova Por indugao simples em K. Seja Existe[x, K| igual a 1 se e somente se existir um subcon-
junto de Ok tal que a soma seja x. O caso base, K = 0, é trivial: s existe um subconjunto para
o valor = 0. Portanto Eziste[0,0] = 1 e Existe[x,0] = 0 para z =1,2,...,[V,/2].

Suponha que o teorema seja vélido para K. Deseja-se prova-lo para K + 1. No passo indutivo,
héa duas possibilidades:

1. Em Ok, Existe[z, K] = 1 e, portanto, em O 11 também existird um subconjunto com valor
x (pode ser que haja outros, mas o préprio subconjunto que existe em O também existird
em O 11); logo, se Existelx, K] = 1, entao Fuxiste[z, K + 1] = 1.

2. Em Ok, Existe[z, K| = 0. Nesse caso, somente existird um subconjunto em Ok cuja soma
de valores é x se existir um subconjunto cuja soma acrescentada do valor do objeto ox 11
(i.e. vg41) seja z. Logo, Existe[r, K + 1] = 1 se Existe[r — vk 41, K] = 1; caso contrario,
Euzistelx, K + 1] = 0.

O

Observe que, depois de determinados todos os subconjuntos possiveis, calcular o que determina
a divisao mais equilibrada é imediato. Basta escolher aquele cujo valor total mais se aproxima de
Vi/2. O grupo escolhido pode compor G1; Go serd formado pelos elementos de O — Gj.



